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ABSTRACT. — Let k be a p-adic field. Consider a smooth, proper, geometrically integral
k-variety X. In this paper, we study the reciprocity map ¢x : SK1(X) — 7 (X)
introduced by S. Saito and prove that, assuming the Bloch-Kato conjecture in degree 3
for a prime [ # p (which is known for [ = 2), its kernel is uniquely /-divisible for surfaces
for which the I-adic cohomology group H?(X,(Q;) vanishes (so in particular for those
with potentially good reduction). In higher dimension, we derive the same conclusion
from a special case of a conjecture by Kato for varieties with good reduction. We also
obtain finiteness results for the torsion part of the group SK;(X). The proofs exploit
Voevodsky’s motivic cohomology theory to which we furnish some complements in an
appendix. In a second appendix, J.-L. Colliot-Thélene shows that the kernel of ¢x does
indeed contain a huge uniquely divisible subgroup already in the case of curves of genus
at least one.

1. INTRODUCTION

Soit k un corps p-adique, i. e. une extension finie de QQ,, et soit X une variété propre,
lisse, géométriquement integre définie sur k. La théorie des corps de classes pour X,
introduite dans les travaux de Bloch, Kato et Saito, (cf. [4], [16], [22], [23]) étudie le
groupe

SK:(X) := coker( @) Kak(z) = @ Kik(x))
r€X1 z€Xo
(ou X; veut dire les points de dimension i de X et le morphisme est induit par le
symbole modéré) ainsi qu’une application de réciprocité, a valeurs dans I’abélianisé du
groupe fondamental étale de X :

dx : SK1(X) = 77(X).

Une construction de ¢x sera rappelée au début du chapitre suivant; pour l'instant,
contentons-nous de quelques-unes de ses propriétés.

Quand X est un point, cette application de réciprocité n’est autre que celle de la
théorie des corps de classes locale classique. Dans le cas ou X est une variété avec bonne
réduction, de fibre spéciale lisse Y, on dispose du diagramme commutatif

SKy(X) 25 xob(X)

l l

CHy(Y) = nf*(Y)



ol les morphismes verticaux sont fournis respectivement par les résidus en K-théorie de
Milnor et par la théorie de la spécialisation du groupe fondamental, et py n’est autre
que Papplication de réciprocité de Lang [17] définie pour une variété propre lisse sur un
corps fini.

Grace a des travaux de Lang, Kato, Saito, Colliot-Théléne, Sansuc et Soulé, on sait que
py est une injection et son image est dense. Qu’en est-il pour ¢x ? Saito a montré (cf. [22],
[23], [24]) que comme on I'attend, I'image est dense dans le cas de bonne réduction, et il a
également déterminé le conoyau dans le cas semistable. Par contre, le noyau est beaucoup
moins connu et il n’est presque jamais trivial. En effet, considérons I’application norme
naturelle N : SK;(X) — k* induit par les normes k(z)* — k* (le passage au quotient
est possible d’apres une loi de réciprocité de Weil, cf. [4], (1.7)) et notons, suivant Bloch,
V(X) son noyau. Comme ¢ x est fonctorielle pour N, la théorie des corps de classes locale
nous apprend (cf. [22], Remark 4.3) que son noyau est contenu dans V' (X). D’autre part,
Saito a prouvé que ¢x (V (X)) est toujours un groupe fini (cf. les références ci-dessus);
ainsi, tout sous-groupe divisible de V(X)) est nécessairement contenu dans le noyau de
¢x. Or, comme le démontre J.-L. Colliot-Théléne dans I’appendice B, le groupe V(X)
contient un Q-espace vectoriel de rang infini déja pour les courbes de genre au moins 1.

Ainsi, le mieux que l'on puisse attendre est ce que le noyau de ¢x soit un groupe
uniquement divisible. C’est pour son unique [-divisibilité (ot ! # p est un nombre premier)
que le présent article apporte des conditions suffisantes. Pour pouvoir les énoncer, nous
sommes obligés de faire quelques rappels.

RAPPEL 1.1. — Pour un entier positif n fixé, il existe un symbole cohomologique (cf.
par exemple [31]) définissant, pour tout corps F' dans lequel n est inversible et tout entier
naturel ¢, un homomorphisme

K (F)/n — H'(F, i)

(ou K ZM est le i-ieme K-groupe de Milnor) par cup-produit & partir du cobord de la suite
de Kummer associée au nombre n. Une conjecture, le plus souvent attribuée a Bloch et
Kato, prédit que c’est toujours un isomorphisme.

CONVENTION. Nous dirons qu’un corps F satisfait a Uhypothése BK(i, 1) si la
conjecture de Bloch et Kato est vraie pour le i-ieme K -groupe de Milnor de F,
quand Uentier n figurant dans la définition ci-dessus est une puissance de l.

Voici les cas ou ’énoncé BK(4,1) est connu pour tous les corps F. Pour ¢ = 1, c’est
classique (Kummer, Hilbert, Noether) et pour i = 2 il a été démontré par Merkouriev
et Sousline [18]. Ces auteurs ont également démontré dans [19] (indépendamment de
M. Rost, qui n’a pas publié sa démonstration) le cas i = 3, | = 2. Enfin le cas
I = 2, i quelconque a été récemment démontré par Voevodsky [36]. Dans cet article,
nous n’utiliserons BK(7,1) que pour i £ 3 et pour certains corps; pour i = 3 seule la
surjectivité du symbole cohomologique suffirait.

Notre deuxiéme rappel concerne une (autre) conjecture de Kato.



RAPPEL 1.2. — Dans son article fondamental [16], Kato a défini un complexe de
groupes abéliens

CcLi, Rt @ HITT+ (), p®Hi+1) @Hqﬂ z), p&itiy — .
xESj+1 a:ES

ou i, j,q sont des entiers positifs, S est n’importe quel schéma excellent et n inversible
sur S. (On ignore les questions de p-torsion dans cet article; voir la Remarque 4.2 (2)
pourquoi.) Ce complexe généralise le complexe de Bloch-Ogus [6] pour une variété lisse
sur un corps. Pour un schéma régulier propre et plat sur I’anneau des entiers Oy d’un
corps p-adique k, de fibre générique lisse X et de fibre speciale Y, la conjecture 5.1 de
[16] prédit que le morphisme de spécialisation naturel de C’ X vers 'opposé du complexe

1,0
Cc, 'y induit par les morphismes résidus en cohomologie étale est un qua31—1som0rphlsme

D’autre part, d’apres la conjecture 0.3 du méme article, si Y est lisse, le complexe C’n y
devrait étre acyclique en degrés positifs (le terme en degré ¢ étant la somme indexée par
les points de dimension i de X). La combinaison de ces deux conjectures donne :

ConjecTURE (K,)). — Pour une k-variété propre et lisse X ayant bonne réduction,
le complexe CZ& est acyclique en degrés positifs.

Fixons un nombre premier ! # p et notons 0120,01 x le complexe obtenu par passage

\ . . . . . N . 2.1 4
a la limite inductive suivant n & partir des complexes C;,; 5. Alors on peut énoncer la
conjecture sous la forme plus faible :

CoNJECTURE (Ko ). — Pour une k-variété propre et lisse X ayant bonne réduction,
le complexe cx! x est acyclique en degrés positifs.

On dira que la conjecture (K, ) est vraie en degré i si le complexe en question est
acyclique en degré 1.

Notre résultat principal s’énonce maintenant comme suit.

THEOREME. — Soit X wune wvariété propre, lisse et géométriquement intégre sur un
corps p-adique k. Fizons un nombre premier | différent de p et supposons que les corps
résiduels des points de dimension 2 vérifient BK(3,1).

Alors le noyau de Uapplication de réciprocité ¢x est uniquement [-divisible dans
chacun des cas suivants.

(1) X a bonne réduction et la conjecture (K;-) de Kato est vérifiée en degré 3.
(2) X est de dimension au plus 2 et le groupe de cohomologie l-adique H?(X,Q;) est
trivial.

Le cas des courbes avec bonne réduction était connu avant (combiner [23], Lemma
5.3 avec [10], Proposition 4.6 b)). Mais le théoréme fournit un résultat nouveau et
inconditionnel pour | = 2 et X une surface.

Commentons maintenant sur les diverses hypotheéses du théoreme.



Zusatz 1.3. — L’hypothése H*(X,Q,) = 0 dans la partie (2) du Théoréme est
satisfaite dans les deux cas suivants.
e X a potentiellement bonne réduction.
e HZ, (X,0x) =0 et la variété de Picard de X a potentiellement bonne réduction.

La démonstration repose sur des arguments de poids essentiellement bien connus. Le
cas de bonne réduction figure déja dans larticle de Soulé [30].

En ce qui concerne la conjecture (K, ) de Kato en degré 3, elle n’est connue pour
I'heure actuelle que dans des cas triviaux (par exemple le cas de dimension < 2). Pourtant,
nous avons tenu & inclure le cas (1) du théoréme ici car il montre que la connaissance de
la troisieme homologie du complexe 0120’01 x de Kato admet des conséquences importantes
pour des variétés de dimension quelconqjue.

A ce point, remarquons que dans leur article non publié [26], Saito et Salberger
démontrent l'injectivité de l'application de réciprocité modulo ™ pour des surfaces
satisfaisant a des hypotheses semblables, mais apparemment plus fortes que dans la partie
(2) du Théoréme. Dans des travaux en cours, Jannsen et Saito généralisent ce résultat en
utilisant une description générale de ’homologie en degré 2 du complexe Clzogl ¢ de Kato
pour les variétés avec réduction semi-stable. Leur approche a I’avantage de couvrir aussi
le cas | = p, mais les résultats n’excluent pas la présence d’éléments de [-torsion dans le
noyau de ¢x ; en effet, comme nous venons de le voir, cette question plus forte nécessite
des renseignements sur la troisieme homologie du complexe de Kato.

Le théoréeme admet la conséquence suivante concernant le noyau V(X) de la norme
SKy(X)— k> :

COROLLAIRE 1.4. — Soit X une variété satisfaisant auzr hypothéses du Théoréme, et
supposons que les corps résiduels de ses points de dimension 2 vérifient BK(3,1) pour
tout | # p. Alors le groupe V (X)) est extension d’un groupe fini par un groupe uniquement
divisible premier a p.

En effet, on sait que le groupe V(X) est extension d’'un groupe de torsion par un
groupe divisible. Cela a été démontré par Saito dans le cas des courbes (cf. [23], Cor. 5.2
(2) et aussi [22], Cor. 4.15); le cas général s’y réduit par un argument de Bertini comme
dans la démonstration de [8], Proposition 3.3. Ainsi, '’énoncé du Théoreme est équivalent
a Pinjectivité de la restriction de ¢x a la torsion l-primaire de V(X). Mais la torsion
l-primaire de 7$°(X) est finie et nulle pour presque tout I ([22], pp. 126-129), d’ou le
corollaire.

Voici le contenu des divers chapitres. Au chapitre 2 nous donnons la démonstration du
Théoreme modulo le coeur technique du travail, la Proposition 2.2. La démonstration de
celle-ci, qui repose sur la théorie des complexes motiviques de Voevodsky, est exposée au
chapitre 3. Le chapitre suivant est consacré a la démostration du Zusatz 1.3 et le chapitre
5 contient quelques résultats de finitude non couverts par le corollaire 1.4 pour la torsion
[-primaire dans S K; d’une surface, certains valables méme pour [ = p. Outre ’appendice
B de Colliot-Thélene déja mentionné, il y en a un autre qui joue un double roéle : d’une



part, il traduit les résultats du chapitre 3 dans le langage plus classique de la K-théorie;
d’autre part, il clarifie un détail technique dans la démonstration du lemme 3.3.

Toute ma reconnaissance a Jean-Louis Colliot-Théléne pour son encouragement per-
manent, pour ses remarques pertinentes et pour son joli appendice. Je voudrais également
remercier Uwe Jannsen pour son intérét dans ce travail et Bruno Kahn pour ses com-
mentaires sur une premiere version. Une grande partie de ce travail a été effectuée dans
Ienvironnement luxueux de I'Isaac Newton Institute de ’Université de Cambridge que
je remercie pour son hospitalité.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME : PARTIE ARITHMETIQUE

Commencons par rappeler une construction de 'application de réciprocité ¢x. Celle
qui est la plus adaptée & nos besoins a son origine dans le travail de Bloch [4] et est
décrite en détail dans [22], 4.1; en voici un résumé.

Il suffit de définir des morphismes compatibles SK1(X) — 7¢%(X)/m pour tout entier
positif m; I’application de réciprocité s’obtient alors par passage a la limite sur m. Vu
Pisomorphisme canonique 7§°(X)/m = Hom(H},(X,Z/mZ), Z/mZ), il suffit en fait de
définir des morphismes

bx,m : SK1(X) — HZTHX, p24t)

par le théoréme de dualité bien connue suivante (cf. [22], th. 1.14 ainsi que [25]) :

RAPPEL 2.1. — Soit V une variété propre, lisse, géométriquement integre, de dimension
d sur un corps local k, et m un entier positif inversible dans k. Alors on dispose d’un
morphisme trace
2d+2 d+1
Hét+ (V,,U% + ) - Z/m

obtenu comme le composé de ’application de Hochschild-Serre
HE (V, u§5) = H (k, HE (V, 155 © i)

avec le morphisme trace de la dualité de Poincaré pour V = V x k et invariant du groupe
de Brauer de k. C’est un isomorphisme par définition, et on montre que les accouplements

He(V, u@T) x HEP2 UV, u@44170) — 7. /m

obtenus en composant le cup-produit en cohomologie étale avec cette trace sont parfaits.

Maintenant, pour définir ¢x ,, on peut procéder de plusieurs maniéres équivalentes.
Par exemple, remarquons que comme le symbole cohomologique est compatible avec les
morphismes résidus en K-théorie de Milnor et en cohomologie étale (cf. par exemple [21],
Appendice A), il définit un morphisme

SK1(X) — coker( ) H(k(z), u2?) = € H'(k(@), tim))-



Or la forme de la suite spectrale de coniveau (cf. par exemple [9]) dans cette situation
montre que le conoyau a droite s’envoie dans H zf"'l(X , M;?Ld“). De facon équivalente, par
la théorie de Bloch et Ogus ([6], [9]) on peut identifier le conoyau en question au groupe
de cohomologie de Zariski H%, (X, R4 1m, u84+1) ol d est la dimension de X et 7 est
la projection du grand site étale de k au grand site Zariski de k. Comme la dimension
cohomologique de X z,, est d, on peut composer par un morphisme bord provenant de la
suite spectrale de Leray associée a m, et on obtient ¢x ,,. (Notons que ces constructions
peuvent s’effectuer au-dessus d’un corps de base k quelconque pour m inversible dans k.)

Apres tous ces rappels, on peut énoncer la proposition suivante dont la démonstration
est reportée au chapitre 3.

ProprosiTiON 2.2. — Soit X une variété lisse de dimension d sur un corps de
caractéristique zéro. Supposons que les corps résiduels des points de dimension 2 de X
vérifient BK(3,1) pour un nombre premier | fixé. Alors pour tout entier positif n, on a
les énoncés suivants.

(1) Il existe une surjection

HE, (X, re g R p@Hh) — 12K (X).

Ici, le morphisme m : kg — kzar est le changement de site déja vu plus haut,
T< est la troncation “sophistiquée”, et pour un groupe abélien A, le symbole » A
désigne son sous-groupe de I™-torsion.

(2) Cette surjection s’insére dans le diagramme commutalif :

HE (X, regpRepi@) —— 8Ky ()

! !

d d d
HE(X, ™) — HE(X, )

Ici le morphisme vertical de droite est la restriction a¢ » SK1(X) du morphisme
¢x m construit plus haut. Celui de gauche est induit par la version “catégories dérivées”
de la suite spectrale de Leray (cf. [37], cor. 10.8.83), composée par I’ “oubli de la tronca-
tion” ; celui du bas est le morphisme de Bockstein en cohomologie étale associé a la suite
exacte de faisceaur

®Rd+1 ®d+1 ®d+1

L= pgm ™ = Mymin = Myn — 1.

Remarques 2.3. (1) Le diagramme de la proposition s’inspire de celui figurant dans

la Proposition 1 de Colliot-Thélene, Sansuc et Soulé [12].
(2) On peut identifier le noyau du morphisme dans la partie (1) de la Proposition 2.2
au quotient modulo ™ du groupe de K-cohomologie Hg;rl (X, Ké‘il), obtenant ainsi des



analogues de résultats bien connus de Bloch [5] et de Sousline [31] sur la torsion dans le
groupe de Chow de codimension deux; cf. la-dessus I’Appendice A.

(3) Si X est une surface, le groupe HZ% (X,7<; 1 Rmpd®™!) figurant dans la
proposition s’identifie au groupe NH*(X, ,uf?f’) défini comme le noyau du morphisme
de restriction

4 3 4 3
Hét(Xa /1’;% ) — Hét(k(X)a N??» )
Cela résulte immédiatement du triangle distingué fondamental (dans D®(X z,,), la caté-
gorie dérivée des complexes cohomologiquement bornés de faisceaux de Zariski sur X) :

T§3R7r*ul‘%3 — T§4R7r*,uf?,3 — Rim pud3[—4] — 7'§3R7r*ul‘%3[1]

joint a la théorie de Bloch-Ogus, et sert de base pour la démonstration des résultats de
finitude exposés au chapitre 5.

Par passage a la limite inductive suivant n et a la limite projective suivant m dans
I'énoncé (2) de la Proposition 2.2, on obtient le

COROLLAIRE 2.4. — Sous les hypothéses de la Proposition 2.2, on a un diagramme
commutatif :
HZ (X, T<q RmQu/Zi(d + 1)) — SKy(X){l}
HY(X,Q/Z(d+1)  —— HP(X,Zy(d+ D){1}

Ici, le groupe A{l} est le sous-groupe de torsion l-primaire du groupe abélien A. Sur
un corps p-adique, le groupe en bas a droite est isomorphe a 7$°(X){l} et le morphisme
qu’il recoit n’est autre que ¢px restreint a SK1(X){l}.

Ce corollaire donne la clé a la démonstration du Théoréme énoncé dans I’Introduction.
En effet, nous avons vu lors de la démonstration du cor. 1.4 que I’assertion du Théoréme
équivaut a U'injectivité de la restriction de ¢x a la torsion [-primaire de V' (X)), ou encore,
grace a la théorie des corps de classes locale, a celle de SK7(X). Un examen du diagramme
figurant dans le Corollaire 2.4 montre alors que pour cela il suffit d’établir I'injectivité
du morphisme de gauche ainsi que de celui du bas sous les hypothéses imposées. C’est le
contenu des deux lemmes suivants.

LEMME 2.5. — 5@ X est une variété propre, lisse, de dimension d définie sur un corps
p-adique k ayant bonne réduction et satisfaisant a la conjecture (K,..) en degré 3, le
morphisme

Hy (X, t<g R Q/Zy(d + 1)) — HZHX, Q/Zi(d + 1))

ar



est injectif. Si d < 2, on arrive a la méme conclusion sous la seule hypothése que X est
lisse sur un corps de caractéristique zéro.

Démonstration. Le cas des courbes est tautologique et celui des surfaces résulte de
la démonstration de la partie (3) de la Remarque 2.3. Pour d 2 3, remarquons d’abord

que k étant un corps p-adique, la dimension cohomologique d'un ouvert affine de X est

d+ 2 et a fortiori pour tout n, le complexe R, uﬁdﬂ est acyclique en degrés supérieurs

a d + 2. Donc on a un triangle distingué dans D?(X z,,.) :
T§d+1R7r*u§%d+1 — R, 4t — R2, y24H 1 —d — 2] — T§d+1R7r*,ul‘%’Ld+1[1]
d’ol une suite exacte longue :

HZN X, pd4h) — Hy 2 (X, R, S

2d ®d+1 2d ®d+1
- HZar(Xa T§d+1R7T*l1/ln ) — Hét (X, L )
et, par passage a la limite inductive suivant n,

H 7N (X, Q/Zi(d + 1)) = Hy 2 (X, R m.Qu /2y (d + 1))

— HYL (X, < R Qu/Za(d + 1)) = HE(X, Q1 /Za(d + 1)).
I suffit donc de montrer que le groupe Ha -3 (X, H42(Q; /Zi(d+1))) est trivial. Mais par
la théorie de Bloch et Ogus, ledit groupe s’identifie a 'homologie en degré 3 du complexe

C’lzof’ x de Kato introduit dans le Rappel 1.2. Par hypothese, cette homologie est triviale,
d’ou le lemme.

LEMME 2.6. — Soit X une variété propre, lisse, de dimension d définie sur un corps
p-adique k et soit I un nombre premier. Alors le morphisme de Bockstein

H2*Y(X,Q/Zi(d+ 1)) — H*THX, Zy(d + 1))

est injectif si et seulement si H*(X,Q) = 0.

Remarquons qu’en vertu du Zusatz 1.3, la condition du Lemme est satisfaite en
particulier quand X a bonne réduction. Cette observation est nécessaire pour compléter
la démonstration de la partie (1) du Théoréme.

Avant de démontrer le lemme, rappelons une compatibilité standard entre cup-
produits et cobords en cohomologie des faisceaux.

RAPPEL 2.7. — Etant donné une suite exacte de faisceaux
0->F - F—-F" =0
sur un site et un faisceau G tel que la suite

0 FRGFRG—-F'"®G—0



reste exacte, si on note d; le cobord en cohomologie provenant de la premiere suite et
d celui provenant de la deuxiéme on a la formule standard d(a U ) = (dia) U 8 pour
a € HY(F") et B € HI(G). Ceci est une conséquence de la prop. 2.2 de Gamst et
Hoechsmann [14].

Démonstration du lemme 2.6. 1l est facile a vérifier que la condition d’exactitude du
Rappel 2.7 est satisfaite par les suite exactes courtes du type

(2.8) 1= pdt = pSh, = pSi =1

et les faisceaux G = ,uf%dﬂ_i. En appliquant le rappel deux fois (avec i =0 et i = d+ 1)
et la dualité arithmétique 2.1, on obtient une dualité entre les morphismes de Bockstein

H? (X, p@HY) — H2H(X, u25Y) et HY(X,Z/1"Z) — H*(X,Z/I™Z).

Par passage a la limite inductive suivant n et a la limite projective suivant m, il s’ensuit
que le morphisme du lemme est le dual du morphisme de Bockstein

(2.9) HY(X,Q /%)) — H*(X, Z)
qui s’insere dans la suite exacte
HY(X,Qi/Z;) — H*(X,Z;) — H*(X, Q) — H*(X,Q/Z1)

obtenue par passage a la limite a partir de la suite exacte longue associée a (2.8) avec
i = 0. (Notons que le passage a la limite projective nécessite, comme dans [12], p. 774,
la connaissance de la finitude des groupes H*(X,Z/I’Z) sur un corps p-adique, cf. 13-
dessus la démonstration de la prop. 5.2 infra). On en déduit que le morphisme (2.9) est
surjectif si et seulement si H?(X,Q) = 0, car H?(X,(Q) est uniquement divisible et
H?*(X,Q/Z,;) est de torsion.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME : PARTIE MOTIVIQUE

Ce chapitre est consacré a la démonstration de la proposition 2.2 a l'aide de la
cohomologie motivique développée par Voevodsky et Sousline. Les résultats sont valables
sur n’importe quel corps de base k de caractéristique zéro.

Voevodsky a introduit (cf. par exemple [33], chap. 3) pour tout entier j, un complexe de
faisceaux abéliens Z(j) sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des schémas lisses,
vérifiant un grand nombre de propriétés prédites par Beilinson dans [3]. Notamment, les
complexes Z(j) sont acycliques en degrés supérieurs a j mais l’on ignore pour l'instant
s’ils sont acycliques en degrés négatifs.

Remarque pédante 3.1. Le fait que 1'on ne sache pas si les complexes Z(j) sont
cohomologiquement bornés pose un probléme pour le calcul de leur hypercohomologie
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de Zariski. Mais localement sur un schéma X de dimension cohomologique finie, c’est
toujours possible (cf. [37], cor. 10.5.11), et c’est le seul cas que ’on va rencontrer dans la
suite. Donc a de telles occasions il faudra toujours sous-entendre que les considérations
sont faites sur le petit site Zariski de X.

En basses dimensions, on a :
Z(j) =0 pour j <0,
et des quasi-isomorphismes de complexes de faisceaux
Z0)~Z et Z(1)=Gy,[-1].

Notons Z/I™(j) le produit tensoriel Z(j) ® Z/1"Z. Comme Z(j) est un complexe de
groupes abéliens sans torsion, la suite exacte

0252 521”7 0

donne lieu a un triangle distingué
NI . .
Z(j) = Z(3) = 2/1"(j) = Z(5)[1]

dans la catégorie dérivée des faisceaux sur le sous-site du grand site Zariski de k formé
des schémas lisses, qui sera notée D(Sm(k)zq4-) dans la suite.

En considérant la suite exacte longue associée en cohomologie de Zariski pour j = d+1,
on obtient le

LEMME 3.2. — Pour une variété lisse X de dimension d sur k, il eriste une suite
exacte :

0— HZ (X, Z(d+1))/I" — HE (X, Z/1"(d+ 1)) = m HZ2 (X, Z(d + 1)) — 0.

ar

La Proposition 2.2 (1) est maintenant une conséquence de ce résultat en vertu du

LEMME 3.3. — Supposons que l’hypothése BK(3,1) soit vérifiée pour les corps résiduels
des points de dimension 2 de X. Alors on dispose d’isomorphismes canoniques :

a) HYHNX Z(d+ 1)) = SK(X);
b) H (X, Z/1"(d+ 1)) = H} (X, ng+1R7r*ui‘?id“)-

L’hypothése BK(3,1) ne sert en fait que dans la partie b) du lemme. Avant de
commencer la démonstration, rappelons la construction du “symbole cohomologique”
de Sousline et Voevodsky [33]. La présentation doit beaucoup aux remarques de B. Kahn
et E. Peyre; la version révisée de [33] en adopte une autre, équivalente a celle figurant
ci-dessous.
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RapPEL 3.4. — Nous construisons pour tout 7 et » un morphisme
Z/1"(j) = T<; R’

dans D(Sm(k)zqr). Comme Z/I™(j) n’a pas de cohomologie en degrés > j, il revient au
méme de définir un morphisme

Z)1"M(G) — Ramapd.

Pour la réduction suivante, remarquons que le foncteur de changement de site 7* étant
exact ([20], Lemma II.2.6. et p. 68), il est 'adjont & gauche de R, et il suffit donc de
définir un morphisme
T L/ (G) =

dans la catégorie D(Sm(k)¢) définie de facon analogue a D(Sm(k)zq,). Commencons
par construire ce morphisme pour 57 = 1.

Par la prop. 2.2 de [33] on dispose d’un isomorphisme Z(1) = G,,[—1] dans
D(Sm(k)zar), d’ou, par Pexactitude de 7*, un diagramme commutatif

™Z(1l) — *Z(1) — w*Z/I"(1) —— 7*Z(1)[1]

| =

G [—1] — Gm[-1] — yn — Gm,

%
IR
%
IR

dont les lignes sont des triangles distingués de D(Sm(k)¢), celui du bas étant donné
notamment par la théorie de Kummer en cohomologie étale. Une propriété de base des
catégories triangulées implique alors que le morphisme vertical manquant au milieu existe
(c’est d’ailleurs un isomorphisme par le lemme des cing).

Or les objets ©*Z/1™(j) et u‘ﬁﬂ vivent en effet dans une certaine sous-catégorie pleine
DMé_t’ef F(k) de D(Sm(k)s) qui a été construite dans [34] par Voevodsky. S’agissant
d’une sous-catégorie pleine, le morphisme pour j = 1 que ’on vient de construire est un
morphisme de DMé_t’eff(k). Or dans DMé_t’eff(k) le complexe 7*Z/1"™(j) se décompose
comme un produit

vV Vv
T Z/)1"(j) = Z/I"(1) ®...Qn*Z/I"(1) (7 fois),
ot ®" est le produit tensoriel de DMé_t’ef F(k) (cf. [36], démonstration du th. 2.6), donc

on peut définir un morphisme
v .
T L) =
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par élévation a la puissance V-tensorielle. Mais /L‘ﬁv I~ pfﬁj , car l'inclusion de
DM;;ef f (k) dans la catégorie dérivée des faisceaux étales avec transferts admet un ad-
joint & gauche respectant la structure tensorielle (cf. [34], bas de la page 25 pour 1’énoncé
analogue sur le site Nisnevich) et u?ﬁﬂ est lui-méme un faisceau étale avec transferts.

Démonstration du lemme 3.3. Pour établir a), commengons par remarquer que la suite
spectrale d’hypercohomologie

EY? = HY, (X, HIZ(j)) = Hy (X, Z(5))
fournit un morphisme
pij: Hyor(X,Z(j)) = Hyg (X, HL(j))

par l'acyclicité de Z(j) en degrés > j. De plus, pour i = 2d + 1 et j = d 4+ 1 on obtient
ainsi un isomorphisme

HZt (X, Z(d+ 1)) S He,, (X, 1T Z(d + 1))

car X est de dimension cohomologique d. D’autre part, Voevodsky a construit une
“résolution de Gersten” par des faisceaux flasques :

0= HMZ(d+1) > @ inH T L(d+ 1), —

(3.5) rex?
= P iesH (D) — ... > @D ieH (1) — 0,
reX1 rzeXd

ol i, est l'inclusion du point z. Son existence résulte du th. 4.37 de [35], valable sur
un corps quelconque, appliquée au faisceau H’Z(j) qui est un “faisceau avec transferts
invariant par homotopie”, et du quasi-isomorphisme Z(j)_1[1] ~ Z(5 — 1) de ([36], th.
2.1) qui pour I’heure n’est établi que sur les corps ot 'on dispose de la résolution des
singularités sous une forme forte, donc pour l'instant en caractéristique zéro grace a
Hironaka. (Voir ’Appendice A pour plus de détails.) Il suffit maintenant de calculer le
groupe HE (X, HI¥T'Z(d+ 1)) en utilisant cette résolution, tenant compte du fait que
le th. 3.4 de [33] fournit des isomorphismes canoniques

HY(F,Z(1)) = F* et H*(F,Z(2))= Ky(F)

pour un corps F' quelconque.
Pour que cette démonstration soit complete, il faut vérifier encore que le morphisme

P Ka(k(@) - P Ki(k(w))

zeX1 zE€Xo
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ainsi obtenu est bien celui induit par le symbole modéré, comme dans la définition de
SK1(X). Comme cette vérication est quelque peu technique, elle est laissée a I’Appendice
A (cf. la proposition plus générale A.4).

Passons maintenant & la démonstration de la partie b). Si I’on suppose que ’hypotheése
BK(d+1,1) soit satisfaite pour tout corps F' (ou, rappelons-le, d est la dimension de X),
le résultat principal de [33] (Theorem 7.4) dit que le symbole cohomologique que I'on a
construit dans 3.4 est toujours un isomorphisme pour j = d + 1 si k est un corps sur
lequel la résolution des singularités est connue, ce qui donne immédiatement le résultat.
Comme nous avons mis des hypotheses plus douces, nous sommes obligés de dévisser.

Appliquons donc la suite spectrale d’hypercohomologie aux deux groupes figurant dans
I'énoncé. Comme dans a), tenant compte de la dimension cohomologique de Xz,.., de
lacyclicité de Z/1™(d + 1) en degrés > d + 1 ainsi que de la forme de la résolution de
Gersten, on vérifie que la suite spectrale nous fournit par dégénérescence un diagramme
commutatif :

0—HZ,, (X, HIZ/I"(d + 1)) = HZL, (X, Z/U(d + 1)) > Hy (X, HIZ/1M(d + 1)) = 0

! ! !

0 _)H%a,r (X’ Rdﬂ'*:u'l"d-l-l) _>HZa,r (X’ Téd-ﬁ-lRW*M(l%d-i-l) _)H%;'} (X7 Rd+17r*/1'l(87>bd+1) —0

Nous affirmons que sous les hypothéses du lemme, les morphismes verticaux aux deux
extrémités sont des isomorphismes, ce qui suffit pour conclure. Vérifions cet isomorphisme
dans le cas du morphisme vertical de droite (celui de gauche se traite de fagon analogue).
En utilisant les résolutions de Gersten-Voevodsky et de Bloch-Ogus, nous obtenons ce
morphisme comme le morphisme induit sur I’homologie des complexes figurant dans le
diagramme commutatif :

P H3(k(z),2/1"(3)) » @D H(k(z),2/1"(2)) = € H'(k(z),Z/1"(1))

z€EXo z€eX z€Xo

l l l
@H?) Mln) - @H2 /hn) - @Hl ), fn)

zeXo zeX1 z€Xo

En effet, on vérifie, en utilisant la compatibilité aux produits (cf. la démonstration du
lemme A.7), que le symbole cohomologique de Sousline-Voevodsky induit des symboles
cohomologiques sur les termes des résolutions de Gersten. La commutativité du dia-
gramme résulte de la proposition A.4 et de la compatibilité usuelle entre résidus en
K-théorie de Milnor et en cohomologie étale déja citée au début du chap. 2; alterna-
tivement, elle se vérifie par la méthode de démostration de la prop. A.4.Le diagramme
commute car les trois morphismes verticaux peuvent étre écrits comme des morphismes
composés des isomorphismes de Sousline-Voevodsky (résultant du th. 3.4 de [33])

H(k(x), Z/1"G)) = Ki(k(x))/1"
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avec les symboles cohomologiques usuels
K;(k(2)) /1™ — H' (k(), p52')

(la vérification de ce fait se réduit immédiatement au cas trivial 4 = 1 par compatibilité
des deux symboles aux produits) et ces symboles sont compatibles aux résidus — le
premier, comme on 1’a déja cité, en vertu de la prop. A.4 de I’Appendice A. Par le
rappel 1.1 et par hypothese, le deuxiéme symbole est également un isomorphisme pour
1 = 1,2 ainsi que pour ¢ = 3 et x un point de dimension 2. Donc on obtient bien un
isomorphisme sur I’homologie, ce qui était a voir.

Remarque 3.6. L’utilisation de la résolution des singularités pour construire la
résolution de Gersten-Voevodsky est la raison pourquoi l’'on ignore dans cet article le
cas de la caractéristique p > 0.

Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration de la proposition 2.2 (2).
Comme on 'a déja remarqué, un diagramme de méme allure figure dans [12], prop. 1,
mais 'utilisation de la cohomologie motivique rend la vérification de sa commutativité
beaucoup moins fatigante.

De fait, tenant compte des identifications introduites lors de la démonstration précé-
dente, il suffit de vérifier la commutativité du diagramme suivant :

HE (X,2/1"(d+1)) — HZNX,Z(d+1) —  HZEN(X,z2/I"™(d+1))

(3.7) | = |

2d ®d+1 2d+1 ®d+1
HZar(X7T§d+1R7T*/"’l” ) Hz,, (X77§d+1R7T*/1'lm )

l l

d d d
HEHX, pn™) HE M (X, pint )

v

Il convient peut-étre de dire quelques mots sur lidentification de l'application de
réciprocité au composé des morphismes figurant dans la moitié droite de ce diagramme.
Tenant compte de I’isomorphisme

H%ij-_l(Xa T§d+1R7T*.u’l®T)nd+1) = Hgar (X’ %d-l-l(:u’lgr)nd—i_l))

résultant du fait que X est de dimension cohomologique d, il suffit de voir que le
morphisme naturel

SK1(X) — coker( @ H?(k(z), p®2?) — @ H'(k(z), pm))

ze X1 z€Xp
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s’identifie bien au morphisme composé
HZEN (X, Z(d+ 1)) = Hy (X, Z/1™(d + 1)) — Hyb (X, < g R pd )

via les diverses résolutions de Gersten. Mais on vient de la voir lors de la démonstration
du lemme 3.3 b).

Pour I’étape suivante, nous avons besoin d’une petite digression sur les morphismes
de Bockstein.
La suite exacte de groupes abéliens

(3.8) 0— Z/I™Z — Z)I™"7 — Z/I"Z — 0

donne lieu, par torsion avec la (d + 1)-iéme puissance tensorielle du caractére cyclo-
tomique, a une suite exacte de faisceaux sur Xy :

®d+1 ®d+1 ®d+1
1— /,le — I'le+n — /’I’l'ﬂ — 17

d’olt un triangle distingué dans D(Xz,,) :
®d+1 ®d+1 ®d+1

Ry pipm = Rapiosn — Rmppn™ — RW*MﬂdJrl[l]’

dont le dernier morphisme est la version “catégories dérivées” du morphisme de Bock-
stein. Il induit le diagramme commutatif

2d ®d+1 2d+1 ®Rd+1
HZG”" (X’ T§d+1R7r*ul" ) HZar (X’ T§d+1R7r*/1’lm )

l l

HZ (X, R, pSith) —  HZTN(X, Rl
HZ (X, pf2™*) — HEHH (X, )

ou les isomorphismes indiqués sont donnés par la version de Verdier de la suite spectrale
de Leray. D’autre part, en tensorisant la suite exacte (3.7) par le complexe Z(d + 1), on
trouve le triangle distingué de D(Sm(k)zqr) :

Z/1™d+1) = Z/I™T™(d+1) = Z/1"(d+ 1) — Z/I"™(d + 1)[1]
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dont le dernier morphisme est le Bockstein pour la cohomologie motivique qui s’insere
dans le diagramme commutatif évident :

ZIMd+1) —— Z/I™(d+1)[1]

l -

Z(d+1)[1] — Z/™d+1)[1]

A fortiori, on peut remplacer la premiere ligne du diagramme (3.6) par le morphisme de

Bockstein
Hy, (X, Z/1"(d+ 1)) —» HZN (X, Z/1™(d + 1))

et on est réduit a vérifier la commutativité du diagramme :

HZ (X, Z[1"d+1))  ——  Hz! (X, Z/I™(d+1))

l l

2d ®d+1 2d+1 ®d+1
Hzar(Xa7'§d+1R7r*ﬂln ) —— Hz,, (Xa7§d+1R7T*Nlm )

C’est une conséquence du lemme plus général suivant :

LEMME 3.9. — Le symbole cohomologique de Sousline-Voevodsky et les morphismes de
Bockstein induisent, pour tout entier positif j, un diagramme commutatif

z/i*()  ——  Z/mG)[]

! !

T§jR7r*,uf?,j — 1< Rm ul@nj 1]

dans D(Sm(k)zar)-

Démonstration. Tenant compte de la construction rappelée dans 3.4, ’assertion est
immédiate pour j = 1. Le cas général s’y réduit par la compatibilité des cup-produits en
cohomologie étale avec les morphismes de Bockstein (cf. début de la démonstration du
lemme 2.6).

4. DEMONSTRATION DU ZUSATZ 1.3
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On va démontrer les deux énoncés parallelement. Par la suite spectrale de Hochschild-
Serre (pour la cohomologie continue), il suffit de montrer que les hypotheéses du Zusatz
impliquent les trois annulations :

a) H?(k, H°(X, Q) = H(k, Q) = 0;
b) H(k, H(X, Q) = 0;
¢) HO(k, H(X, Q) = 0.

Quitte & passer a une extension finie de k, on peut effacer le mot “potentiellement”
dans les hypotheses en utilisant un argument de transfert.

Pour a), remarquons que H?(k,Z;) est dual & HO(k,Q /Z;(1)) par la dualité de Tate
locale, et ce dernier groupe est fini car £ ne contient qu'un nombre fini de racines de
I'unité. Mais par définition H2(k, Q) = H?(k,Z;) @ Q.

Passons a D’assertion b). Notons G le groupe de Galois absolu de k. Comme la
caractéristique d’Euler-Poincaré du G-module H' (X, Q) est nulle pour [ # p (cela résulte
apreés passage a la limite de [29], I1.5.4, prop. 17), il suffit de démontrer la nullité des
groupes HO(k, H*(X,Q)) et H?(k, H*(X,Q)). Pour le deuxiéme groupe, on a la chaine
d’isomorphismes (ou * veut dire le Q-espace vectoriel dual) :

H (k, H' (X, Q) & H(k, H' (X, Q)" (1)" =
= HO(k, (X, Qu)(d + 1))" = Bk, H' (X, Q(2)))"

Ici, le premier isomorphisme est donné par la dualité de Tate (cf. la premiére remarque
ci-apres), le deuxiéme par celle de Poincaré et le troisiéme par le théoréme de Lefschetz
vache (cf. [13], 4.1.1). (Cet argument figure a la p. 336 de [15].) Donc si la variété X
a bonne réduction, ’assertion résulte des conjectures de Weil généralisées démontrées
dans Deligne [13] : les G-modules H'(X,Q;) et H'(X,Q(2)) sont de poids 1 et -3,
respectivement, donc le Frobenius n’a pas de points fixes. (Rappelons le calcul des poids :
le groupe de cohomologie H* (X, Q;(5)) est de poids i—2j si ’action de G est non ramifiée ;
le Frobenius n’a pas de points fixes si le poids est différent de zéro. D’ailleurs, pour cette
partie on aurait pu se passer du théoreme de Lefschetz vache; son utilisation sera plutot
commode dans ce qui suit.)

Si 'on suppose seulement que la variété de Picard ait bonne réduction, ’argument est
le suivant. La théorie de Kummer pour la cohomologie étale fournit un isomorphisme

HY (X, pyn) 2 in Pic(X),

et comme les k-points de la variété abélienne Pic®(X) forment un groupe divisible, la

suite exacte o o o
0 — Pic’(X) — Pic(X) = NS(X) =0

fournit une suite exacte

0 — 1» Pic®(X) = ;n Pic(X) = nNS(X) = 0
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ott NS(X) est le groupe de Néron-Severi de X. C’est un groupe de type fini, donc
son sous-groupe de torsion est fini et par passage a la limite projective on obtient un
isomorphisme de modules de Tate [-adiques :

T, Pic®(X) = T} Pic(X).

Le deuxiéme groupe n’est autre que H'(X,Z;(1)); en tordant avec Q (1) ou Q (—1),
et en appliquant au premier groupe le théoreme de Weil sur les variétés abéliennes, on
obtient que les deux modules galoisiens qui nous intéressent ont les mémes poids que
dans le cas précédent.

Pour une variété X avec bonne réduction, I’assertion c) résulte du fait que H?(X, Q)
est de poids 2. Supposons donc que X ait éventuellement mauvaise réduction, mais
H?(X,0x) = 0. On utilise de nouveau la théorie de Kummer pour la cohomologie étale
pour obtenir la suite exacte G-équivariante :

0 — Pic(X)/I" — H*(X, pyn) = nBr(X) = 0

ot Br(X) est le groupe de Brauer cohomologique de X. Mais I’hypothese H2(X,0x) = 0
implique la finitude de la torsion [-primaire de ce groupe (cf. [10], démonstration de
la prop. 2.11). Par passage a la limite projective, la suite exacte se réduit donc a
I’isomorphisme

PZC(X)@Zl = -H2 (Ya Zl(l))a

ou encore, utilisant la divisibilité de Pic®(X), &
(4.1) NS(X)&Z; = H*(X,7,(1))

(rappelons que pour un groupe abélien A, A®Z; note la limite projective des groupes
A/I™ A suivant les puissances de [). Comme I'action de G sur le groupe de type fini NS(X)
est continue, elle se factorise a travers un quotient fini et un argument de norme permet,
de supposer que cette action est en fait triviale. En tensorisant avec Q;(—1), on obtient
donc finalement :

NS(X)&Q(-1) = H*(X, Q).

Mais les G-invariants du groupe a gauche sont triviaux car @ (—1) est de poids 2.

Remarques 4.2. 1) La dualité de Tate locale & coefficients @ (j) semble étre absente
de la littérature; elle résulte pourtant par un argument standard de passage a la limite
(pour la cohomologie continue qui est la cohomologie usuelle sur un corps local) de la
version a coefficients finis prouvée dans [29]. Alternativement, on aurait pu raisonner sur
les dimensions des groupes en question, n’utilisant que la dualité de Tate usuelle, comme
le fait Jannsen dans [15].

2) Comme me fait remarquer C. Breuil, dans le cas d’une variété avec
bonne réduction on peut invoquer des arguments de poids tout a fait analogues pour
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| = p, avec comme seule grande différence que la caractéristique d’Euler-Poincaré de
H'(X,Q,) est non nulle. Donc a fortiori H?(X,Q,) # 0. Voir aussi [30], Theorem 2 (ii).

5. RESULTATS DE FINITUDE POUR S K| DE SURFACES

Dans tout ce chapitre, X est une surface propre et lisse sur un corps p-adique, [ un
nombre premier (non nécessairement premier & p) et I'on suppose ’hypothese BK(3,1)
vérifiée pour le corps de fonctions k(X) de X (ce qui est le cas pour I = 2). Sous ces
hypotheses, la Proposition 2.2 (1) et la Remarque 2.3 (3) impliquent :

RAPPEL 5.1. — Pour tout entier positif n, la I™-torsion du groupe SK,(X) est un
quotient du groupe NH*(X, ,uf%?’) défini dans la Remarque 2.3.

Voici un corollaire immédiat.

PROPOSITION 5.2. — Le groupe ;n SK1(X) est fini pour tout n et le groupe SK;(X){l}
est de cotype fini (i.e. le groupe abélien dual est un Z;-module de type fini).

Démonstration. Vu le rappel précédent, pour le premier énoncé il suffit de remarquer
que le groupe de cohomologie étale H*(X, uf?;g) est fini si le corps de base est un corps
p-adique; ¢’est une conséquence du théoréme de finitude en cohomologie étale ([20], th.
VI.2.1) et de la finitude de la cohomologie galoisienne d’un module fini sur un corps p-
adique ([29], IL.5.1, prop. 14). La deuxiéme assertion résulte de la premiére apres passage
a la limite inductive.

Remarque 5.3. On peut, sil'on veut, démontrer cette proposition par voie élémentaire,
i.e. sans utiliser la cohomologie motivique (méme dans le cas d’'un corps local d’égale
caractéristique, du moins pour [ inversible).

Les deux observations suivantes sont dues & J.-L. Colliot-Théleéne.

ProposSITION 5.4. — Le groupe V(X)) est extension d’un l-groupe fini par un groupe
l-divisible.

(Rappelons que V(X)) est le noyau de la norme SK;(X) — k*.)

Démonstration. Cela résulte de la proposition précédente et du fait, déja utilisé lors
de la dérivation du Corollaire 1.3, que V(X)) est extension d’un groupe de torsion par un
groupe divisible.

ProposiTION 5.5. — Soit X comme ci-dessus. Supposons de plus que la variété
d’Albanese de X ait potentiellement bonne réduction. Alors le groupe SKq(X){l} est
fini pour I # p; pour | = p on a la méme conclusion sous l’hypothése plus forte
HY(X,0x) =0.

En effet, I’hypothése H(X,Ox) = 0 implique la trivialité de la variété de Picard, et
donc également de la variété d’Albanese (cf. par exemple [7], chap. 8.4, Theorem 1).

Démonstration. Comme au chapitre précédent, on utilise la filtration de Hochschild-
Serre sur le groupe H*(X,Q;/Z;(3)) dont SK1(X){l} est un sous-quotient.
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Le groupe HO(k, H*(X,Q;/Z(3))) est isomorphe par le morphisme trace de la dualité
de Poincaré au groupe H®(k,Q /Z;(1)) qui est fini méme pour | = p, on I'a vu. La
dualité de Poincaré implique également que le groupe H3(X,Q;/Z;(2)) s’identifie 3 la
torsion [-primaire de la variété d’Albanese de X (qui est par définition la duale de la
variété de Picard, donc on peut raisonner de facon analogue aux arguments du chapitre
précédent). Ainsi pour | # p un argument faisant intervenir caractéristique d’Euler-
Poincaré, dualité et poids (pour ce dernier dans le contexte de Z;-modules, voir [10],
Theorem 1.5.1) montre que le groupe H*(k, H3(X,Q;/Z;(3))) est fini; il est nul pour l = p
sous 'hypothese plus forte. Enfin, un résultat récent de K. Sato [27] montre que le groupe
NH*(X,Q/7,(3)) N H%(k, H*(X,Q;/Z(3))) est toujours fini sur un corps p-adique,
indépendamment des hypothéses sur la réduction de X. Ceci termine la démonstration.

Dans le reste de ce chapitre nous étudions des surfaces X admettant un morphisme
propre et surjectif p : X — C avec C une courbe propre et lisse sur k. La fonctorialité
covariante du complexe de Gersten (i.e. les normes en K-théorie et la loi de réciprocité
de Weil, cf. [4], chap. 1) définit alors une application norme

Pyt SK1(X) — SK1(C).

Nous allons démontrer la proposition suivante qui sous sa forme actuelle est plus forte
que celle figurant dans la premiere version de cet article; 'amélioration a été suggérée
par un rapporteur que j’en remercie chaleureusement.

PRrROPOSITION 5.6. — Soit k un corps p-adique et soit X une k-surface propre, lisse,
géométriquement intégre équipée d’un morphisme propre et plat p : X — C a fibres
géométriquement connexes, ot C est une k-courbe propre, lisse et géométriquement
intégre. Supposons toujours que k(X) vérifie Uhypothése BK(3,l) pour un nombre
premier | et faisons les hypotheses :

a) Le groupe H°(k, H?(X,Q;)) est trivial;
b) le morphisme naturel de k-variétés abéliennes Pic’(C) — Pic®(X) induit par p
admet un conoyau ayant potentiellement bonne réduction.

Alors le sous-groupe de torsion l-primaire de ker(p.) est fini.

La proposition permet donc de ramener I’étude de la finitude de SK;(X){l} & celle
de SK;(C){l}. Malheureusement, & ’heure actuelle on ne connait pas la finitude de
SK1(C){l} pour une courbe propre lisse C' quelconque sur un corps p-adique, mais pour
I # p c’est quand méme le cas pour les courbes avec H?(C,Q;) = 0 d’apreés le Théoréme
et, par un travail non publié de T. Sato [28], pour les courbes de genre 1. D’autre part,
Pintérét d’étudier de telles surfaces fibrées est confirmé par le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5.7. — Admettons que le groupe SK;(C){l} soit toujours fini pour
une courbe C propre et lisse définie sur une corps p-adique. Alors (toujours sous
Uhypothése BK(3,1) pour k(X)) le groupe SK1(X){l} est fini pour toute surface X
propre, lisse, géométriquement intégre définie sur un corps p-adique satisfaisant a la
condition H*(X,0x) = 0.



21

Démonstration du corollaire. D’apres la classification des surfaces par Castelnuovo-
Enriques, sur la cléture algébrique k de k les surfaces avec H2(X, Ox) = 0 se répartissent
en deux classes (cf. Beauville [2], lemme V.18; Colliot-Thélene et Raskind [11], p. 238) :
ou bien H'(X, Ox) = 0 (auquel cas on peut appliquer la proposition précédente); ou
alors Papplication d’Albanese fournit un morphisme propre et plat p : X — C sur une
courbe propre lisse integre C ayant des fibres connexes et induisant un isomorphisme
Pic®(C) = Pic°(X). Pour ramener ce dernier cas & la situation de la proposition 5.6,
notons d’abord que d’aprés la démonstration de 1’énoncé c¢) du chapitre 4 (qui marche
également pour [ = p), ’hypothese a) de la proposition est une conséquence de la trivialité
de H?(X,Ox). Il reste alors de voir que 1’on peut supposer la courbe C et le morphisme
p définis sur k. C’est en tout cas possible aprés extension finie de k, mais vu la prop. 5.2,
pour démontrer la finitude de SK;(X){l} il suffit de voir qu’il est d’exposant fini et un
argument de norme standard montre que cette derniére propriété peut étre vérifiée apres
extension finie de k.

Démonstration de la proposition 5.6. Nous utilisons le diagramme commutatif suiv-
ant :

0 - H;. . (X,Z3)®Q/Z — NHYX,Q/Z3)) — SKi(X){I{} — 0

l l L

0 — Hz,.(CZ2)oQ/Z — HLC,Q/Z(2) — SEK.(O){l} — 0

Les lignes de ce diagramme sont exactes et sont fournies par les lemmes 3.2 et 3.3 apres
passage a la limite inductive sur les puissances de /. Les morphismes verticaux pourraient
étre définis de facon élémentaire, mais pour voir la commutativité il convient de les
déduire de propriétés plus profondes de la cohomologie motivique. En fait, le morphisme
p induit des morphismes HY, . (X,Z(j)) — Hg;i(C,Z(j — 1)) pour tout 1,7, ce que
I'on voit comme suit. D’apres [34], Corollary 3.2.7 il revient au méme de construire un
morphisme

HomDMe_ff(k)(M(X)v Z(3)[i]) — HomDMe_ff(k) (M(C),Z(j — 1)t — 2])

ou M(X), M(C) sont respectivement les “motifs” de X et de C' dans la catégorie
DM/ (k) de loc. cit. Mais d’aprés [34], Theorem 4.3.1 le deuxidme groupe est isomorphe
a Hompygess gy (M(C)(1)[2],Z(j)]7]), donc on peut définir le morphisme comme celui

induit par le DM®// (k)-morphisme
pbm : M(C)(1)[2] = M(X)

existant d’apres [34], Corollary 4.2.4. (Notons que ces résultats utilisent la résolution de
singularités au-dessus de k.) Ceci définit les morphismes verticaux aux deux extrémités.
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Pour voir que 'on retrouve bien notre morphisme p, a droite, notons que le mor-
phisme pjy\; induit des morphismes sur les résolutions de Gersten calculant les
groupes de H?Z(j)-cohomologie et on peut vérifier que pour les morphismes de type
H"(k(x),Z(r)) — H"(k(c),Z(r)) qui y interviennent pour les extensions finies de corps
k(x)|k(c) le morphisme induit est bien le transfert naturel; d’autre part, les isomor-
phismes H" (k(z),Z(r)) 2 KM(k(z)) de [33] sont compatibles aux transferts. Le mor-
phisme du milieu est construit de la méme maniére en mettant des coefficients 7< ;R uﬁj
au lieu des Z(j) et en remplacant la référence au th. 4.3.1. de [34] par le cor. 8.3 de [33].
Enfin la commutativité du diagramme résulte de la fonctorialité de la construction tenant
compte de la compatibilité prouvée dans [33], cor. 8.3.
Pour démontrer la proposition il suffit alors de voir deux choses :

(1) Le morphisme vertical de gauche est surjectif;
(2) celui du milieu admet un noyau fini sous les hypotheses a) et b).

Pour établir ’énoncé (1) on va montrer par un argument standard que le morphisme
H*(X,Z(3)) — H*(C,Z(2)) admet un conoyau d’exposant fini. Prenons une multisection
de la projection p, i.e. une courbe propre et lisse C' équipée d’un morphisme 7z : C' — X
tel que le composé poi : C — C soit fini et plat. En regardant les résolutions de Gersten
on voit que 4 induit un morphisme H2(C,Z(2)) — H*(X,Z(3)) dont le composé avec
H*(X,Z(3)) — H?*(C,Z(2)) est la multiplication par le degré de p o i, donc le conoyau
en question est d’exposant divisant ce degré.

Pour ’énoncé (2), notons d’abord qu’il existe un morphisme NH*(X,Q;/Z;(3)) —
HZ,(C,Q/7(2)) défini purement en termes de cohomologie étale, & savoir celui fourni
par la fonctorialité covariante de la suite spectrale de Bloch-Ogus pour les morphismes
propres. Rappelons que le morphisme induit sur I’aboutissement de la suite spectrale est
donné par le composé

(5.8) Hy(X,Qu/Z4(3)) — H(C, R?p.Qi/Zi(3)) — HE(C, Qi /Z4(2)),

le premier morphisme provenant de la suite spectrale de Leray et le deuxieme de la du-
alité de Poincaré; notre morphisme est simplement sa restriction & NH*(X,Q/Z;(3)).
On peut lidentifier a celui figurant dans le diagramme en dévissant les groupes
NH*(X,Qu/Z(3)) et HZ,(C, Qi /Z;(2)) par la suite spectrale de Leray associée i la pro-
jection 7 entre les grands sites étale et Zariski de k, puis en montrant que quand on
calcule les morphismes induits a chaque cran de la filtration a ’aide des résolutions de
Bloch-Ogus, on trouve le méme résultat dans les deux cas, a savoir les morphismes in-
duits par les corestrictions. (Pour le calcul du morphisme “motivique” par les résolutions
de Bloch-Ogus, voir la démonstration de la prop. 8.2 de [33]).

I suffit donc de voir que le morphisme composé dans (5.8) admet un noyau fini.
Par la dualité arithmétique 2.1, ce morphisme s’identifie au dual du morphisme naturel
H?*(C,7;) — H*(X,Z;) induit par p (la vérification de ce fait se réduit & une compatibilité
entre divers foncteurs de type R fi). Il suffit donc de prouver que ce dernier morphisme
admet un conoyau fini, mais comme les Z;-modules en question sont de type fini (cf. la
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démonstration de la prop. 5.2), il revient au méme de dire que le conoyau est de torsion,
ou encore que le morphisme H?(C,Q) — H?*(X,Q;) est surjectif. Mais la projection
p induit un morphisme de suites spectrales de Hochschild-Serre EX?(C) — E3?(X), ol
la premiere est celle convergeant vers HPT9(C,Q;) et la seconde celle convergeant vers
HPT4(X, Q). 1l suffit alors de voir que 1’on trouve des surjections au niveau des termes
EY? avec p + ¢ = 2. Or les termes E2°(X) et E§%(X) sont triviaux, respectivement par
I’énoncé a) du chapitre 4 (valable aussi pour [ = p) et par ’hypothése a) de la proposition.
Il ne reste donc qu'a traiter les termes FE3! i.e. d’établir la surjectivité du morphisme
H'(k, HY(C, Q1)) — H(k, H(X,Q)).

Pour cela, remarquons d’abord que les fibres de p étant supposées connexes, une
considération de la suite spectrale de Leray associée & la projection p : X — C nous
apprend que le morphisme naturel H(C,Z;(1)) — H'(X,Z;(1)) est une injection.
Mais nous avons rappelé au chapitre 4 I’existence d'un isomorphisme H'(X,Z;(1)) =
T;Pic’(X); il en est de méme pour C. Donc en désignant par A la variété abélienne
conoyau de Pic’(C) — Pic®(X), nous avons une suite exacte de Z;-modules galoisiens

0— Hl(é, Zl(l)) — Hl(y, Zl(l)) — TlZ — 0.

En tensorisant cette suite par (;(—1) en en prenant sa cohomologie galoisienne, on voit
qu’il suffit d’établir la trivialité du groupe H'(k, TiAQQ;(—1)). Mais A a potentiellement
bonne réduction par I’hypothese b), donc l'assertion découle pour ! # p d’un argument
de poids comme au chapitre 4; pour [ = p on applique la méthode de la démonstration
de [15], Theorem 5.

APPENDICE A : LIEN AVEC LA -COHOMOLOGIE

Dans cet appendice, nous faisons le pont entre le langage motivique utilisé dans cet
article et les constructions plus classiques de la K-théorie de Milnor. Nous travaillerons
sur un corps parfait k au-dessus duquel on dispose de la résolution des singularités sous
une forme forte (i. e. pour l'instant sur un corps de caractéristique 0).

Le résultat principal est la traduction suivante du lemme 3.2 qui précise également la
Proposition 2.2 (1) :

ProprosiTION A.1. — Soit X une k-variété lisse de dimension d. Supposons en outre
que la condition BK(3,1) soit vérifiée par les corps résiduels des points de dimension 2
de X . Alors pour tout entier positif n, on dispose d’une suite exacte

0— HY N(X, K 1)/1" = Hy (X, T< g RmapS™) — 12 SK1(X) — 0.

Ici, on définit le faisceau ICd 41 sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des
schémas lisses sur k comme le noyau du morphisme de faisceaux donné localement sur

un schéma lisse S par :
P ki1 (k(s) — P K1 (k(s))
s€ S0 seS!
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oll §* veut dire les points de codimension i de S et le morphisme est induit par les résidus
en K-théorie de Milnor.

Ezxemples A.2. Explicitons la suite exacte de la proposition en basses dimensions.
(1) Pour X une courbe, on retrouve la suite bien connue de Sousline ([31], cor. 23.4) :

0 — HY (X, o) /1" — HL(X, p2?) — 1nSK1(X) — 0.
(2) Pour X une surface, la suite exacte s’écrit :
0— Hp,, (X, K3)/I" - NH*(X, p$?) — 2 SK1(X) — 0,

ot NH*(X, u$?) est le groupe introduit dans la Remarque 2.3 (3). La encore, on
retrouve ’analogue d’une suite exacte de Bloch et Sousline pour la ["™- torsion du
groupe de Chow de codimension deux ([31], th. 23.1, [32], cor. 4.4 ).
La Proposition A.1 est une conséquence immédiate des lemmes 3.2 et 3.3 et du résultat
suivant de Voevodsky, appliqué avec 1 =2d et j =d+ 1 :

ProrosITiON A.3. — Soit X un k-schéma lisse. Alors pour tout i 2 j = 0 il existe un
morphisme canonique o
Hy o, (X,2(j)) = Hy g (X, ")
qui est un isomorphisme pour i = 2j — 2.

Démonstration. C’est la deuxieme partie du corollaire 2.4 de [37]. Comme Voevodsky
est un peu avare en matiere de détails de la démonstration, on la donne pour la satisfaction
des lectrices et des lecteurs.

En ce qui concerne la définition du morphisme, nous avons déja prouvé lors de la
démonstration du lemme 3.3 I'existence d’un morphisme

pij: Hio(X,Z(j)) — Hy (X, HIZ(3))

fourni par la suite spectrale d’hypercohomologie. D’autre part, on dispose d’un isomor-

phisme de faisceaux IC;-VI SHi Z(j) sur le sous-site du grand site Zariski de k& formé des
k-schémas lisses. Le diagramme commutatif exact suivant donne sa définition localement
sur un k-schéma lisse S :

0 — I(SKY) — 920 KM (k(x)) — g%l KM, (k(x))

l - -

0 — I(SHZ3G) — goﬂj(k(w),Z(j)) — glﬂj_l(k(w),Z(j—l))
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Ici, les deux isomorphismes verticaux sont définis par le th. 3.4 de [33]. La suite exacte du
haut est la définition du faisceau IC;-VI et celle du bas est fournie par la résolution (3.5) de
Gersten-Voevodsky. Enfin la commutativité du carré de droite résulte de la Proposition
A .4 ci-apres.

Admettons cette compatibilité pour le moment, et terminons la démonstration. Il
reste & montrer que p; ; est un isomorphisme pour ¢ = 2j — 2. En effet, pour i > 25 — 2
la résolution de Gersten montre que les groupes HZ{;"'TH(X ,HI="Z(j)) sont triviaux
pour tout entier positif r, donc les différentielles de la suite spectrale d’hypercohomologie
partant de H, 7 (X,H/Z(j)) sont toutes nulles et le morphisme p; ; est surjectif. Par
le méme argument, les groupes HZ{;J”"(X ,HI"Z(j)) sont également nuls pour r > 1,
d’ou la proposition dans ce cas. Pour ¢ = 25 — 2, il faut encore démontrer la trivialité
des groupes H7 (X, H'7'Z(j)) et H'=H(X,H/~Z(j)), ce qui résulte via la résolution de
Gersten de H'Z(0) & H°Z(1) 22 0. Voila.

ProposITION A.4. — Soient X un k-schéma lisse, n un point de X et x un point de
codimension 1 sur adhérence de n. Alors on dispose du diagramme commutatif

KMk) % KM (k)
o , l:

HI(k(n),Z(j)) —» HI~'(k(z),Z(j - 1))

ot le morphisme 8JM est un morphisme résidu en K-théorie de Milnor, le morphisme 0;
est un résidu en cohomologie motivique et les isomorphismes verticaux sont définis par
Sousline et Voevodsky dans [33], th. 3.4.

Le reste de 'appendice A est consacré a la démonstration de la proposition. Soit Y le
normalisé de 'adhérence de n dans X. Pour calculer les résidus attachés a x dans les deux
théories, on peut prendre les sommes de résidus attachés aux points y de Y au-dessus de
x suivis de transferts pour les extensions finies de corps k(y)|k(x). D’autre part, d’apres
[33], Lemma 3.4.4, les isomorphismes K; 2 HIZ(j) sont compatibles aux transferts. Par
conséquent, on peut désormais remplacer X par le lieu lisse de Y.

Soit X, = Spec A le schéma local de X en x. L’anneau A est un anneau de
valuation discréte de corps de fractions k(n) et K JM k(n) est engendré par des symboles
du type < m,u1,...,uj—1 > ou 7 est une uniformisante et les u; sont des unités de
A. Pour un tel symbole, on a par définition (cf. par exemple [1], Proposition 4.5(c))
HJM(< T, UL, .., Uj_y >) =< Ut,...,Uj—1 >, ol U; est I'image de u; dans k(x). On a
donc pour tout couple (7, ) la formule

Bﬁj(< Ty ULy e ooy Ujpj1 >) = 811\/1(< Tyenoy Ui >)U < 1y, . ey Uipjo1 >

Utilisant la compatibilité des isomorphismes K} = HJZ(j) aux produits (également
énoncée dans le th. 3.4 de [33]), on voit donc que la Proposition A.4 découle des deux
lemmes suivants :
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LEMME A.5. — Le résidu 01 pour le schéma local X, = Spec A s’identifie a la valuation
ord, : k(n)* — Z attachée a A.

LEMME A.6. — Notons i, (resp. iz) Uinclusion du point n (resp. x) dans X;. On a
alors pour tout o € H'(k(n),Z(i)) et B € H°(X,, H'Z(j)) la formule

Biri(a Uil (B)) = Bi() Uis(B).

Avant de donner les démonstrations, rappelons en plus grand détail la construction
du résidu . .
0;+  H(k(n),Z(5)) — H " (k(x), Z(j — 1))
Il revient au méme de construire un morphisme
H°(k(n), HZ(j)) — H°(k(z), H/ 'Z(j — 1)),
ce qui se fait comme suit : on compose le cobord
H°(k(n), H'Z(5)) — Hy (X, H'Z(5))
provenant de la théorie de la localisation sur (X),,,. avec la chaine d’isomorphismes

(A7) Hy (Xa, HIZ(j)) = HO (k(2), HZ(5))-1 = HO (k(z), H'Z(j)-1)

existant d’apres [35], Lemma 4.36 et Proposition 4.34. Enfin on cite a nouveau le
th. 2.1 de [36] pour obtenir un isomorphisme de faisceaux de Zariski avec transferts
HIZ(j)-1 = HITHL(j - 1).

Passons maintenant a la démonstration du lemme A.5. On dispose du diagramme
commutatif a lignes exactes, celle du haut provenant de la théorie de localisation sur

(Xiﬂ)Zar :

H°(X,,G,) —— H%k(),G,) — HY(X.,G,) — HY(X.,Gp)

(A.S)ls lg lg

A —  km)x = z — 0

Vu le quasi-isomorphisme Z(1) ~ G,, [—1], notre tache est de vérifier que I'isomorphisme
H!(X.,Gy) = 7 complétant ce diagramme se factorise & travers le cas 7 = 1 de
I'isomorphisme (A.7) suivi de 'isomorphisme H(k(z), H'Z(1)_1) = H°(k(x), HZ(0)).
Or d’apres la démonstration de [35], Lemma 4.36, la suite d’isomorphismes

Z

LR

HY(Xs,Gm) = HO(k(), (G )-1)
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est obtenue en établissant d’abord un isomorphisme “de pureté”
(A.9) Hy (X2, Gm) = Hi) (A ), Gom)

ot (0) est le point zéro de la droite affine A,lc(m), puis en appliquant la suite exacte de
localisation sur (A,lc(w)) Zar

(A.10) H(Ay(2),Gm) = H(Ag(z) \ (0),G) = Hg)(Ag(z)» Gm) — 0.

D’apres la démonstration du th. 4.14 de [35], lisomorphisme (A.9) est obtenu en
construisant un k-schéma W muni d’un point fermé canonique w et équipé de k-
morphismesp; : W = Xetps: W — A,lg(w) induisant des isomorphismes du sous-schéma

{w} avec {z} et avec {(0)}, puis en montrant que p; et py induisent des isomorphismes
de H!(W,G,,) avec chacun des deux groupes figurant dans (A.9). (Plus précisément,
on considere ici X, comme limite projective de voisinages ouverts affines U de z en X
et on applique les arguments de loc.cit. aux ouverts U ; le schéma W et 'isomorphisme
(A.9) s’obtiennent alors par passage a la limite.) Mais les p; induisent également des
morphismes de la suite de localisation du couple (W, w) a coefficients G, vers celle
figurant dans la ligne du haut de (A.8) et vers celle dans (A.10), d’ou I’assertion.

La démonstration du lemme A.6 se fait en trois étapes.

1) La définition des faisceaux H’Z(j)_; donnée & la page 11 de [35] donne
immédiatement que ’accouplement naturel de faisceaux avec transferts sur (Sm/k)zqr

HZ(D) @ HZ(5) — HIZL(i + §)
induit un accouplement
(A.11) H'Z(G) 1 @ HZ(j) = HTIL(i + 5)_1.

En dévissant la construction des isomorphismes (A.7) comme ci-dessus a 1’aide du schéma
auxiliaire W, on vérifie que ces accouplements font commuter le diagramme :

Hy(Xo, H'Z(i)  ® HY(Xe, WL(j) —  Hp(Xe, HHL(i+ 7))

- L -

HO(k(z), H'Z(i)-1) ® H°(k(z),H'Z(5)) — H°(k(z), " L(i+j)-1)

2) D’autre part, le cup-produit de la ligne du bas s’identifie via I’isomorphisme

(A.12) HZ() 1 = H T2 —1)
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au cup-produit induit par I'accouplement H*"Z(i — 1) @ HIZ(j) — H I Z(i +j — 1).

Pour cela, il faut d’abord invoquer [34], cor. 3.2.7 pour obtenir des isomorphismes

H'(k(z), (1)) & Hompyygers 4oy (M, Z(3)[1])

ot DM®// (k) est la catégorie triangulée de [34] et M est le motif du point Speck(z)
dans cette catégorie. Or en suivant les constructions de Voevodsky on peut identifier le
(i—1)-iéme faisceau de cohomologie de 'objet Hompyygess 1y (Z(1), Z(3)) de DM/ (k) au
faisceau de Nisnevich associé au préfaisceau avec transferts H'Z(i)_; (utiliser le triangle
distingué définissant Z(1) comme objet de DM/ (k) et la prop. 3.2.8 de [34]). Tenant
compte de ce fait et du théoréeme de comparaison entre les cohomologies de Zariski et de
Nisnevich d’un préfaisceau avec transferts ([35], Theorem 5.7), I'isomorphisme (A.12) est
induit par multiplication avec Z(1) dans DM®// (k) qui est un foncteur pleinement fidele
d’apres [34], Theorem 4.3.1; la compatibilité requise résulte alors de ce méme théoréme.

3) Vu les étapes 1) et 2) ainsi que la construction du résidu 0;, la démonstration du
lemme est réduite a la vérification de la commutativité du diagramme :

H(k(n), H'Z(i)) ® HO(k(n), WL(j) — H°(k(n), HL(i+j))
! T +
Hy(Xa, H'Z() © HO(Xo, WZ(j) — Hy(Xa, HMZ(i+j))
Or pour tout faisceau de Zariski F sur X, on a des isomorphismes
H*(k(n), F) 2 Ext, (initZ, F) et Hy(X,,F) 2 Exty, (izi3Z, F),

et ’assertion résulte de la compatibilité du cup-produit construit au no. 2 de Gamst et
Hoechsmann [14] aux bords provenant de la suite exacte

0— in;i;';Z = 7L = igsinZ — 0.

APPENDICE B : LE GROUPE V(C) EST EN GENERAL DE RANG INFINI
par J.-L. Colliot-Thélene

Dans cet appendice, on établit un fait annoncé dans l’introduction de D’article de
T. Szamuely (dont nous reprenons les notations) : pour une courbe C projective lisse
connexe sur un corps p-adique, de genre au moins un, le noyau V(C) de I'application
norme N : SK;(C) — k* est “gros”.



29

LEMME 1. — Soit C une courbe projective, lisse, géométriquement connexe sur un corps
k. Pour tout corps K contenant k, les applications de restriction SK;(C) — SK1(Ck)
et V(C) — V(Ck) ont un noyau de torsion.

Démonstration (bien connue). Donnons la démonstration pour F(C) = SK;(C) =
H'(C,K3). Le foncteur K — F(Ck) commute aux limites directes filtrantes. 11 suffit
donc de montrer le résultat dans les deux cas suivants : K est une extension finie de k, et
K = k(t) est le corps des fonctions rationnelles en une variable sur k (il convient ensuite
bien siir d’appliquer le résultat obtenu aux extensions de k). Pour K /k finie, le résultat
provient de I’existence d’une application norme F(Ck) — F(C) satisfaisant : le composé
de la restriction F'(C') — F(Ck) avec la norme est la multiplication par le degré de K sur
k. C’est bien connu, mais c’est aussi facile & montrer sur le complexe de Gersten-Quillen.
Soit K = k(t). Le groupe H'(C ), K2) est la limite directe des groupes H'(C xj U, K,)
pour U parcourant les ouverts non vides de la droite affine. Si o € H*(C, K3) s’annule
dans Hl(Ck(t),ng), alors il s’annule dans un H'(C xj U, Ks). Lorsque le corps k est
infini, il existe un point k-rationnel dans U et le résultat s’obtient en spécialisant en ce
point. Le cas d'un corps fini se traite par un argument de norme.

LEMME 2. — Soit C/k comme ci-dessus. Notons K = k(t) le corps des fractions
rationnelles en une variable et Cx la K-courbe C ® K. Le groupe SK1(Ck) contient
le groupe Pic(C) comme facteur direct, et le groupe V(Cg) contient le groupe Pic®(C)
comme facteur direct.

Démonstration (bien connue). On a le diagramme commutatif, ou Div(C) est le
groupe des diviseurs de C' :

KO —  K,K(C)  — k(O

l l J

Div(C) — @ucmK(M)* — Div(C)

Dans ce diagramme, les fleches issues de KoK (C) proviennent de symboles modérés
associés a des points de codimension 1 de la k-surface C Xy k[t] ;) (ol k[t]() est le localisé
de ’anneau de polynomes k[t] en I'idéal (¢)). La fleche verticale de gauche est 'application
diviseur et celle de droite son opposé; la fleche en bas a droite est également une fleche
diviseur. La fleche en haut & gauche envoie f € k(C)* sur le symbole {f,t} et celle en
dessous envoie le diviseur Y., npP (avec P € C() et np € Z) sur la famille s avec
apy = t"P si M est de la forme P x; K pour P € CM et apr = 1 sinon. Le carré
de gauche commute par construction et celui de droite par I'existence du complexe de
Gersten.
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Passant aux conoyaux des fleches verticales, on obtient une suite d’homomorphismes
Pic(C) — SK;1(Ck) — Pic(C) dont le composé est I'identité par construction, d’ou le
premier énoncé du lemme. Le deuxieme en résulte en prenant la restriction au sous-groupe
Pic®(C) qui s’envoie dans V(Ck).

PROPOSITION. — Soit k un corps p-adique (extension finie de Q,) et soit C/k une
k-courbe projective, lisse, géométriquement connexe. Si le genre g de C est au moins un,
alors le vectoriel V(C) @z Q est de rang infini.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout entier n > 0 il existe n éléments
linéairement indépendants dans V(C).

Soit J/k la jacobienne de C, qui est une k-variété abélienne de dimension g. Soit k
une cléture algébrique de k et G = Gal(k/k). On a la suite exacte bien connue

0 — Pic(C) — Pic(C xx k)¢ — Br(k),

ou Br(k) est le groupe de Brauer de k, qui est un groupe de torsion. Par restriction aux
classes de diviseurs de degré zéro, cette suite exacte induit la suite exacte

0 — Pic’(C) — J(k) — Br(k).

Ainsi le quotient J(k)/Pic’(C) est un groupe de torsion (ce groupe est nul si C' possede
un point k-rationnel).

Soit Ok 'anneau des entiers de k. C’est un résultat classique (E. Lutz, Weil, Mattuck,
Tate) que le groupe J(k) contient un sous-groupe ouvert isomorphe & (Oy)9, groupe sans
torsion de rang infini. Ainsi Pic’ (C) contient lui aussi un groupe sans torsion de rang
infini.

Il existe un corps kg C k, de type fini sur le corps premier, et une kg-courbe Cj
telle que Cy xg, kK ~ C. Pour L extension de ko, notons ici Cr, = Cy Xy, L. Le groupe
Pic’(C) = Pic’(Cy) est la réunion de ses sous-groupes Pic®(Cr) pour L parcourant
les corps L avec kg C L C k et L de type fini sur kg. Il existe donc un L tel que
Pic’(Cy) contienne n éléments linéairement indépendants. Comme k est de degré de
transcendance infini sur kg, il existe un élément ¢ € k£ transcendant sur L. Le lemme 2
montre que Pic’(Cp) s’injecte dans V(CL@))- Le lemme 1 montre que le noyau de la
restriction V(Cpr)) — V(C) est de torsion. Ainsi V(C) contient n éléments linéairement
indépendants, et il en est donc de méme de V(C) @ Q.

Remarque. L’argument développé ci-dessus est 1'une des innombrables variantes de
largument donné par Bloch (& Angers en 1979) pour établir le théoréme de Mumford
sur la non-représentabilité du groupe des zéro-cycles sur une surface X (projective lisse)
sur les complexes avec H?(X,Ox) # 0. On peut aussi développer 'argument ci-dessus
avec k un corps algébriquement clos de degré de transcendance infini (on sait que pour k
algébriquement clos de caractéristique zéro, le groupe des k-points d’une variété abélienne
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non nulle est de rang infini), puis donner des énoncés de non-représentabilité de groupes
K;(X) (resp. de cran particulier des filtrations naturelles de ces groupes) par K;(Y)

(resp.

...) pour Y sous-variété de X de dimension trop petite. Dans ce contexte, 1'idée

d’utiliser des résidus fut trouvée en 1992, 4 Santa Barbara (Californie).

[1]

[18]
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