12. Szamitastechnika és Analizis

Simonovits Miklés:

Fiiggelék a Laczkovich-T. Sés Analizis tankényvhoz,
Bévitett valtozat, a CD-re

Részletesebb valtozat, CD-re

Ebben a valtozatban figyelmen kiviil hagyhatjuk azokat a kompromisszu-
mokat, amelyeket a tankonyvbeli valtozatban részben az aranyok betartasa,
részben a terjedelmi korldtozdsok miatt vallalnunk kellett.

(a) Tobb feladatot fogalmazunk meg.
(b) Kicsit részletesebb magyarazatokat mellékeliink.
(c) Nagyobb &brékat hasznalunk,
és azok jobban hasonlitanak az eredetire.
(d) Néhdny tovabbi kulcsszé elmagyarazasara is kitériink.
(e) Ha lehet, nem torjiik el a programjainkat lapvaltdssal.

12.1. Bevezetés

A fiiggelék célja, hogy ramutassunk arra, hogyan hasznalhaté a szamitogép
(a) az analizisbeli fogalmak szemléltetésére,
(b) analizisbeli feladatok megolddsdinak megsejtésére.
Az (a)-ban tehét elsésorban arrdl van szd, hogy egy definiciéra vagy tételre
gyartunk kénnyen illusztraciékat, mig (b)-ben arrdl irunk, hogy van egy fel-
adat, amelynek nem tudjuk a megoldasat, de hogy megsejtsiik, kisérleteket
végziink.

A gép jél hasznalhatd szamelméletben, analizisben, fizikdban: kis ener-
giaval hatékony programokat irhatunk. Maés teriileteken, pl. kombinato-
rikdban a programok megirdsa tobb gondot jelent és kevésbé latvanyos az
eredmény.

Itt az analizis illusztralasara szoritkozunk. Ezen beliil els6sorban a

1. hatarérték megsejtetésével,
2. fiiggvények abrézolasaval, elemzésével,

3. polinom-approximaciéval foglalkozunk.
Szamitastechnika oldalardl az alabbiakat vizsgaljuk meg:

e Kész programokat hogyan és mire hasznalhatunk?



Mikor kell komolyabb programcsomagokat hasznalni?

Mire hasznalhatunk magunk &altal irt egyszerii programokat?
Mely fogalmakndl hasznos, ha szamitégépet hasznalunk?
Hogyan csap be a szamitégép, ha nem vigyazunk?

Mindezt elsésorban a matematikai oldalrél, masodsorban a szamitdstech-
nikdban a MAPLE matematikai programcsomag és a QBASIC programnyelv
szempontjabol vizsgaljuk meg.!

Nem célunk itt a szamitogépes ismeretek taglaldsa, amit a szdmitastechni-
kardl lefrunk, az inkabb csak emlékeztetd. Célunk, hogy megszerettessiik a
szamitogép hasznalatat, és megvalaszoljuk a fenti kérdéssort. Filozofiank,
hogy nagyon kevés szamitdstechnikai ismerettel is nagyon sok dolgot kiszdamol-
hatunk a tudoményokban. Itteni programjaink tébbnyire egy rovid IN-
PUT résszel, egy rovid output résszel és egy 3-6 soros maggal rendelkeznek:
valéban nagyon egyszeriiek. Ugyanilyen szemléletii, de sokkal részletesebb
anyag talalhaté Fried Katalin és Simonovits Miklos 2005-ben a TypoTeX-nél
megjelent, A problémamegoldds szamitdégépes iskoldja c. konyvében.

12.2. Milyen profi programokat hasznaljunk?

A cimben feltett kérdésre sokféle véilasz adhatd, és remélhetéen mindegyik
valasz gyorsan avul el. Az aldbbiakat érdemes figyelembe venni:

1. Ha egy ilyen programot megtanulunk, utdna barmelyik maésikat mar
sokkal konnyebben tanuljuk meg: ilyen értelemben beszélhetiink ne-
melavulé tudasrol.

2. Mindig olyan programot érdemes hasznalni, amelyiket a kornyezetiink-
ben mésok is hasznalnak, és amelyikrél megkérdezhetiink valakit, ha
elakadunk. Ez utébbi kérdés sokkal fontosabb és bonyolultabb, mint
gondolnank.

(a) Vannak akik szakkonyvek alapjdn szeretik elsajatitani a komputer-
programok hasznélatat. Ilyen olvasébdl is kétfajta van: az egyik
mindig csak a minimumot olvassa el abbdl ami sziikséges. Ha
elakad, két perc alatt megtaldlja, amire sziiksége van, azt elol-
vassa, majd azonnal visszarakja a konyvet a helyére. A madsik

W4laszthattuk volna a MATHEMATICA programcsomagot, és a PASCAL programnyelvet
is, de — ami a PASCAL-t illeti,— a szdmunkra sziikséges nagyon egyszerii programoknal a
QBASIC haszndlata a legegyszertibb. Emellett a programok atirdsa PASCAL-ra majdnem
automatikus. A konyvhoz tartozé CD-n taldlunk néhany PASCAL programot. A MATHE-
MATICA vagy a DERIVE programokkal is els6sorban a helyhidny miatt nem foglalkozunk.



tipus el6bb alaposan atolvas egy szakkonyvet és csak utana kezd
dolgozni a programmal.

(b) Sokan letilnek mésok mellé, 6ket megfigyelve elkezdenek probéal-
kozni, és ha elakadnak, megkérdeznek valakit, majd annak segit-
ségével tovabb folytatjak a munk&jukat.

Ahhoz, hogy eldontsiik, melyik programot hasznéljuk, ismerniink kell
magunkat, a kornyezetinket, és az elérheté konyveket. Ennek alapjan
kell eldontentiink, mit valasztunk.

3. A kovetkezd programcsomagokat ajanljuk az Olvasé figyelmébe:

(a) MAPLE: A Waterloo-i egyetemen (Kanada) fejlesztették ki.2 Min-
dent tud, amire egy matematikusnak sziiksége lehet.

(b) MATHEMATICA: Wolfram Research altal kifejlesztett program-
csomag, kb. ugyanazt tudja, mint a MAPLE.

(c) DERIVE: Egy nagyon kicsi, de nagyon hatékony program, korai,
un. DOS-os valtozatai egy floppyra raférnek. DOS-os verzidja
kicsit elavult, de mindent elvégez, amit szeretnénk, pontosan,
gyorsan, szépen. Nagyon konnyen elsajatithaté a hasznélata. (Ha
tobb helytink volna, nagyon megérdemelne itt egy fiiggeléket.)

A felépités. A fejezet els6 részében csak a MAPLE és hasonld programok
szempontjabdl vizsgaljuk a szamitastechnika felhasznalasit. A véltas a 12.5
alfejezetben kezd6dik. Innen egy ideig a QBASIC programok alkalmazasarol
frunk, majd a befejez6 részben visszatériink a MAPLE hasznalatara.

Kiegészité anyag talalhaté még Simonovits Miklés hon-lapjan:

http://www.renyi.hu/ miki/tankonyv.htm -en.

12.2.1. Kiprébaljuk a MAPLE-t

% Analizisben gyakran segithet egy jo dbra egy fogalom megértésében,
Maple vagy bizonyos esetekben az igazsig megsejtésében. Ehhez gyak-
ran segit a megfelel6 program. Az itt kovetkezo els6 részt kedvcesinalonak
szanjuk, bepillantas a MAPLE vilagaba.
Minden alaposabb magyarazat nélkiil elmondjuk, hogy ha az f fliggvényt
akarjuk abrazolni az [a, b] intervallumon, akkor a > | prompt” utan
plot(f,x=a..b);

2Elnevezése is erre utal: MAPLE a kanadai tolgy-juhar, melynek levele Kanada
szimbdluma.



-t kell beirni, pl. f(z) =xsinz , a =0, b = 47 esetén
plot(x*sin(x),x=0..12.56);,
vagy
plot(x*sin(x),x=0..4*P1i);,
stb. alakban.
Intuicié és képi megjelenités. Fiiggvényekkel valé ismerkedésiinkhoz
a MAPLE egy nagyereji fliggvénykirajzolé program is. Az aldbbi 3 kép pl.
a MAPLE program segitségével késziilt, és az x sinzx fliggvényt abrazolja, a
[—13,13], [-130,130], ill. a [—65,65] intervallumokon. A 1/a &brdt pl. a
> plot(x*sin(x),x=-13..13);
adja.® Legel6szor til rovid intervallumot vélasztottunk, nem littuk, amit
latni akartunk volna. Ezért megtizszereztiik az intervallumot, amitdl til sok
hullamot kaptunk, és hogy egy kicsit jobban lassuk a részleteket, visszacsok-
kentettiik az intervallum hosszat.

€ [~13,13] x € [~130,130]
1/a. dbra: zsinz 1/b. dbra: zsinz

3A ,>” promptot nem mi frjuk oda, azt a MAPLE adja.



N
(i

1/c. dbra: xsinx
x € [—65,65]

Itt meg a sin% fliggvényt abrazoltuk.

2. dbra: sini, z € [-30, 30]

Az abran nem igazan lathatd, mi torténik a 0 koril. Ezért ,ré-zoom-
olunk”: tizedakkora intervallumot vesziink.



3. dbra: sinl, z € [-3,3]

Mivel a hullamok a 0 koriil nagyon bestrisodtek, az aldbbiakban kicsit
atskalaztuk: x helyébe x/100-at {rtunk:

oO.=3

|

4. dbra: sin i, z € [-0.3,0.3]



5. dbra: sini® € [-1,1]

Itt tehat ugyanazt a fliggvényt vizsgaltuk meg ,,mikroszképon” keresztiil,
csak a (vizszintes) nagyitas valtozott. (A 5. dbra, f6leg nyomtatdsban ere-
detileg teljesen befeketedett. Kérdés, hogy ez siker-e. Kicsit szlirkébbre
vettiik, hogy a részletek kevésbé vesszenek el.)

Hogyan készitettiik a fenti abrakat? Egyebek kozott ezt szandékozunk
bemutatni a kovetkezokben.

12.3. A MAPLE: Els6 1épések

@ Itt a MAPLE 8-at ismertetjiik. Az ilyen programoknak kiilonb6z6

Maple verzi6i vannak, részben a megcélzott kozonség (didkok/oktatdk vs.
profik), részben a kibocséjtds idépontja szerint. Jelenleg barmelyik verzi6
a MAPLE 5-t0l felfele megfelel szamunkra, bar vannak kozottiik aprobb
eltérések. (A CD anyaga LINUX-ban, Maple8-cal késziilt.)

12.3.1. HELP hasznalata

Ha egy ilyen programmal akarunk dolgozni, legel6szor azt kell megtudnunk,
hogyan kell elinditanunk és hogyan kell kiszallnunk beldle. A MAPLE esetén,
LINUX-ban az xmaple parancs inditja el, WINDOWS-ban a megfelel6 ikon.

Béarmilyen, kicsit is bonyolultabb programot hasznalunk, nagyon fontos
a HELP (magyarul SUGO) hasznalatdnak elsajtitdsa. Erre féleg akkor
van sziikséglink, ha nincs a programhoz megfeleld leirdsunk. Ezért érdemes
a program hasznélata el6tt a HELP-jével is megismerkedniink. A MAPLE
HELP-je nagyon j6. Van egy ,New User’s Tour” (a MAPLE bemutatédsa az



tijoncoknak), illetve Topic Search® . Persze ezek hasznilatdhoz kell egy
kicsit angolul is tudnunk, és pl. a Lagrange interpoléciét nem Lagrange-nal,
hanem az Interpolation-nal talaljuk: kell egy kis taldlékonysag is.

12.3.2. Példak a Help hasznalatara

Pozitiv példa: Szeretnénk sorozat vagy fliggvény hatarértéket szamolni.
Mivel a hatarérték angolul ,limit”, beirjuk a Help Topic Search-be hogy li-
mit. Két limit-et kapunk vissza, az egyik Limit, nem értékeli ki a kifejezést,
a masik kiértékeli.

A Help-ben latjuk, mit kell beirni, hogy a MAPLE hatdrértéket szamoljon.

Beirjuk:

> limit((n"2+n+1)"(1/2)-n, n=infinity);
Kiirja:

N |

Beadjuk:

> limit((1-(1/n))"n, n=infinity);
Kiirja:
Fuggvények hatarértékét ugyanigy szamoljuk, mint sorozatok hatarértékét.
Beirjuk: > limit(sin(x)/sin(3*x),x=0); Kiirja:
1

3

Negativ példa. Szeretnénk a Stirling formulat hasznalni. Rakattintunk
a Help-re, beirjuk, hogy Stirling, erre az elséfaji és maéasodfajui Stirling
szamokhoz jutunk, amire legtobb embernek nincs sziiksége. (A Stirling for-
muldt sem haszndlja mindenki, de jéval t6bben, mint a Stirling szamokat.)

1. feladat. Keressiik meg a Help-ben, hogyan kell polinomot faktorizalni.
Alkalmazzuk ezt 2'2® — 1-re.

A2 e . 1 . ,
Téma szerinti keres6: Topic = téma, search = Keres.



12.3.3. Hogyan hasznaljuk a MAPLE-t?
Ro6vid leiras

A MAPLE ,munkalapokkal” dolgozik, un. ,Maple Worksheet”-ekkel,
ezek save-elheték, .mws kiterjesztéssel. Munkankat késobb tjra behivhatjuk.
ha pl. hatarértéket szamoltunk és limesz.mws cimmel elmentettiik, azt a
szokasos médon djra behivhatjuk, pl. LINUXban xmaple limesz.mws-sel.

Az eredmény kimentheté (exportdlhatd) LATEX-ben is. Az ilyenkor
készitett dbrdkat POSTSCRIPT formétumban, .eps kiterjesztéssel is kimenti.?

Amikor elinditjuk a MAPLE-t, kapunk egy ilyen munkalapot, arra irjuk
be a parancssorokat. Ennek ,untitled” a neve, azaz, cimnélkiili, amikor
ki akarunk lépni, a program megkérdezi, el akarjuk-e menteni, és ha igen,
milyen néven az eddigi munkankat.

(a) Minden beirt sort —Vel vagy [ : |-tal fejeziink be. A esetében
kiirja az output-ot: vagy szebb formaban, amit beirtunk, vagy ha plot-
ot frtunk be, kirajzolja, amit kériink, és feldolgozza azt. A [:]-s sorzéras
esetén nem ir ki semmit, de feldolgozza.

(b) A MAPLE csaknem minden olyan fiiggvényt ismer, amellyel a konyv-
ben taldlkozhatunk. Néha nem pont ugyanigy jeloli, pl. sinx helyett sin(z)-

et kell irnunk, stb. Ezekbdl definialhatunk tovabbi fiiggvényeket.
(c) Definidlashoz az [:=] -t hasznaljuk, pl.

beirjuk:

> gi=abs(x)"(3/2)/(1+x"2);
Az leiitése utan a program szépen
is kiirja, amit beirtunk. Most pl.

' \x!3/2
9(x) := m
Ha abréazolni szeretnénk, beirjuk:
> plot(g,x=-6..6);
A 6. abrat kapjuk. (Kordbbi MAPLE
verzickban  elézbleg a  with(plots); 6. dbra: g(z) = (i
segitségével a rajzold programkonyvtarat is
be kell hivnunk, (1. 12. old.).

Figyeljiik meg, hogy itt a MAPLE valasztotta meg a skalazast.

‘3/2

2. feladat. Allitsuk el az 1-6. fuggvényabrakat MAPLE-lel.

A kozelit.mws munkalap LATEX kimentésekor keletkezik egy (kicsit hasznélhatatlan)
kozelit.tex file, és az dbrakat kozelitOl.eps, kozelit02.eps,. .. alakban kapjuk. A PosTSc-
RIPT abrak készitése nagyon hasznos, ha valamit TEX/LATEX-ben akarunk frni!



3. feladat. Allitsuk el§ az y = x(m — x) sin(8x) fiiggvény dbrajat MAPLE-
lel, a [—2m,27] intervallumon, majd a [0,7]-n. (MAPLE-ben a 7 beirhatd
Pi-ként!)

12.3.4. Szimbolikus szamolasok

A MAPLE (MATHEMATICA, DERIVE) két dolgot tud nagyon jol: (a) szimbo-
likusan szdmolni, azaz formuldkat manipulélni, és (b) matematikai objektu-
mokat dbrazolni.

Tanulményaink soran gyakran kell bonyolultabb formuldkat egyszeriibb
alakra hoznunk. Ezt barmely szimbolikus programcsomag kénnyedén meg-
teszi.

Szeretnénk pl. egyszertisiteni az (a5 — 0%)/(a* — b*) kifejezést. Beiitjiik:

> f:= a”6-b™6;
Erre azt kapjuk: f := a% — 5. Kivancsisagbdl faktorizaljuk:

> factor(f);
Az eredmény:

(a—b)(a+0b)(a® +ab+b?) (a* — ab+b?)
Beadjuk: > g:=a"4-b"4;°

g::a4—b4

A hényadosra alkalmazzuk a simplify (f/g) ; parancsot, mire ezt kapjuk:

a* + a2 b? + vt
a? + b2

4. feladat. Faktorizaljuk z'6 — ¢/8-t.

Kiprébaljuk a MAPLE , trigonometrikus” erejét is. Beadjuk: expand(sin(3*x));,
mire azonnal kifejti sin x és cos x hatvanyai szerint: 4 sin(x) cos(x)? — sin(x)
Ezt még mi is ki tudndnk szdmolni, de a gép az expand(sin(13*x));
hatdsara a sin(13x)-et is egy pillanat alatt kifejti. Egyszerre csak kitdgulnak
a lehetdségeink.”

5Menet kézben kezdiink témériteni: nem frunk mindent dj sorba, nem mindig irjuk ki
a gép viélaszat. Kiemelt képletnél a sorvégi pontot gyakran elhagyjuk.
"Ehhez kapcsolédik a 9.23. Tétel utan taldhaté 5. és 6. feladat.
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A szimbolikus szdmolds azt jelenti, hogy mig a gépek korabban csak
szamokat, vektorokat, stb. tudtak Osszeszorozni, az dltalunk leirt programok-
csomagok algebrai kifejezésekkel, absztrakt szimbolumokkal is szdmolnak,
legalabb olyan jol, mint egy matematikus. Ha azt kérjiik, hogy differencidljak
az

Fi=b". sin(z)
fiiggvényt, akkor kiadjdk az eredményt, (néha nem abban a forméban, mely-
ben szeretnénk):
> diff(f,x);
25 ¢ In(b) sin(z) + p(@*) cos(x)

Ha pl. azt irjuk be, hogy
> solve(x"2-x-1); azaz a program oldja meg az x

akkor az
L,ove 1 V6

2 272 2

sort kapjuk vissza: nem tizedestort kozelitést.

2 _x —1 =0 egyenletet,

12.3.5. A kotelez6 6vatossag

Szeretnénk figyelmezetni az olvasot, hogy a gép gyakran becsap. Maskor
pedig olyan valaszt ad, amivel nem tudunk semmit kezdeni.

(a) Példdul, ha egy fiiggvényt szeretnénk szamitégéppel megsejteni, (és
konkrét értékeit ki tudjuk szamolni), ez nehéz olyankor, amikor az adott
fliggvényhez nagyon kozel van egy masik, sokkal egyszeriibb fliggvény. Ezért
szamitégéppel juthatunk helyes és helytelen eredményre egyardnt, és kell
ahhoz némi gyakorlat, hogy tudjuk, mikor bizhatunk meg egy géppel kapott
eredményben.

(b) Amikor hasznélni kezdjiik a gépet, tudnunk kell, milyen forméban ke-
ressiik a valaszt. Ha pl. az ikerprimek irant érdeklodiink, nem kérdezhetjiik
meg, hogy van-e végtelen sok ikerprim, de konnyen irhatunk olyan progra-
mot, amelyik az 1000000 alattiakat kiirja.
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12.3.6. Rajzolas, fliggvényabrazolas MAPLE-lel

Mondjuk, szeretnénk dbrazolni az
f = xIn(x)-et. Tébbnyire azzal kezdjiik,

hogy beirjuk: 0.3
> restart; (memdriatorlés)
Beirjuk: os 1/1.-
> f:= x*In(x); o
A gép kiirja: ]
f:=a In(x) 0.3
Beirjuk: 7. dbra: xlogx

> plot(f,x=0..1.3);
A fluggvényt az 7. dbran latjuk.

.. Innentdl kezdve a ,,kiirja” részt tobbnyire elhagyjuk! Mindenesetre,
ha a helyébe [ : ]-ot frunk, akkor a MAPLE is elhagyja a , visszajelzést”.
Ha egyszerti rajzokat készitiink, a MAPLE 8-on nem kell, de a régebbi
verzidkban, ill. a bonyolultabb rajzolashoz be kell hivnunk a plots program-
konyvtarat:
Beiitjik:
> with(plots); Az aldbbi tizenet arrdl értesit, hogy a korabbiakhoz
képest valami véltozott. (Ez szdmunkra nem lényeges.)

‘Warning, the name changecoords has been redefined ‘

Ezutdn a MAPLE kifrja, milyen parancsok valtak elérhetévé a with(plots)
hatésara. Nagyon sok parancsot ir ki, mi itt hdrom alkalmazasra szoritkozunk:
plot, plot3d, implicitplot.

(A) Az értelmezési tartomdany és értékkészlet megszoritdasa. Fiiggvény-
abrazolaskor be kell irnunk, mettol meddig akarjuk a fliggvényt abrazolni.
A

> plot(sin(x),x=-7..14); kirajzolja a sin fliggvényt -7-t6] 14-ig. Az
eredmény a 8/a dbran lathato:

=iWiWaly
Y V\/ ERRRNERE

8/b. dbra: sinz, x € [—7,14]

8/a. dbra: sinz, x € |
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Néha csak egy adott téglalapon belil szeretnénk a fliggvényt abrazolni.

> plot(sin(x),x=-7..15,y=-0.3..1.2);
Az eredmény a 8/b dbran lithaté. Erre lehet pl. szlikségiink, ha meg
szeretnénk pontosabban allapitani az 5 és 7 kozotti gyok helyét. (Persze,
itt, most tudjuk, hogy az 2w. Tegyiink azonban gy, mintha nem tudnank.)
Beadjuk®

> plot(sin(x),x=5..7,y=-0.2..0.2);
Az eredmény a 9. dbran lathaté.

(B) To6bb gorbe egy koordinatarendszerben
Ha két vagy hdarom (vagy akdrhany)

gorbét akarunk egyazon koordinata-

rendszerben kirajzolni, akkor szogletes

zaréjelek kozé tesszik Sket: \ °®

> plot([f,g],x=a..b); alakban. Pl. a

> plot([sin (x),cos(x)],x=-7..7); - X 77 A\ T
a 9. abran lathaté. Ha azt szeretnénk, —o/s]

hogy mindkét gorbét feketén rajzolja ki,

hasznaljuk a L

> plot([f,g],x=a..b,color=Dblack); ala- 9. dbra: két fv. egyszerre
kot.

Ha azt szeretnénk, hogy vastagon rajzolon, hasznaljuk a

> plot([f,g],x=a..b,thickness=3); alakot.

Mi torténik a koévetkezd parancs beirasara?

> plot([x"2*sin(x),x"2],x=-1..10,thickness=[3,1],color=[blue,black]);
Hogyan magyarazhaté, amit megfigyeliink?

(C) paraméteres gorbe kirajzolasa.

Prébaljuk ki, mi torténik, ha a | zardjelet ,rossz” helyre tessziik:

> plot([f,g,t=a..b]);
Ilyenkor az x = f(t),y = g(t) ,palyat” rajzolja ki a MAPLE. Ezzel is
taldlkozunk még: ez matematikaban is és fizikdban is nagyon fontos. fgy
kapjuk az alabbi dbrakat, a MAPLE altal skédlazva.

8Ebben a fiiggelékben az dbrékat a kinyomtathatésig végett kicsit talakitjuk: meg-
vastagitjuk a vonalakat, felnoveljiik a beirdsokat és ahol zavaréva vélnak, ott elhagyjuk
Oket.
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0.2 04 06 0.8

-

(sin(t), cos(t)), t € [—4,1]
10/a. abra: Koriv:

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2

—B60-
(tsin(t),tcos(t)), t € [—4,60]
10/b. abra: Spiral

o

10/c. dbra: Lemaradt egy t!
(sin(t),tcos(t)), t € [—4,60]-t rajzoltuk ki
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(D) Implicitplot. Azimplicitplot azt jelenti, hogy beirunk egy f(z,y) =
c alaku egyenletet és a program kirajzolja a megfelel6 pontok mértani helyét.
> implicitplot(x~2-y~2=7,x=-10..10,y=-10..10,color=Dblack);

101 w\ 104 -—
ESRIRRN
Yy 51 D @5
Nt an]
15

¥
-3
%HQM%AJ

o

ﬁ

>
av
>
av
[~ xd> o

pigd

Z—
[

—10° - —
hiperbola hiperbolasereg
11/a. ébra: 11/b. dbra: durva rajz

11/c. 4bra: finom rajz
hiperbolasereg

Itt tehat a 11/a dbra az 22 — y? = 7 kirajzoldsa. A ,color=black” a
kirajzolas szinét allitotta feketére. Szerettiink volna gorbesereget generdlni,
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igy beirtuk a programnak, hogy implicitplot-tal dbrézolja a sin(z? — y?) =
0.5 ,mértani helyet”. Ez adta a 11/b dbrat. Nagyon érdekes, de vildgos,
hogy valami nem jo rajta. Tul kevés pontot hasznalt a rajzolashoz. Beirtuk:
> implicitplot(sin(x~2-y~2)=0.5,x=-10..10,y=-10..10,numpoints=2000);
azaz hasznéljon sokkal t6bb pontot. Eszrevehetden lelassult a gép, de javult
az dbra. Végiil numpoints=16000-rel, rovid varakozas utédn a 11/c dbrét
kaptuk: a keresett (két) hiperbolasereget.
Erdekes megfigyelni a j6 dbréhoz vezetd utat:
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O X 4 \ % X \\kqofﬁi@ %&000090{

a 51 .9 ) 4 SQ:\ Q:@QQ?\ \wa
\ 7 3 pmt;;«qi\\ NDO bwé‘m\\\ k
Q U G — °QQ“«0\\>\ dco‘f} RN
O A 5§x y ) t
s ‘\d% \ L AN ﬂ

12/a. abra: 2000 pont 12/b. dbra: 4000 pont
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N\
12/c. abra: 8000 pont

16



5. feladat. Prébaljuk ki ugyanezeket ellipszisseregre, azaz,
> implicitplot(sin(x~243*y~2)=0.5,x=-10..10,y=-10..10,numpoints=16000);
-rel, illetve a hozzavezeté durvabb rajzokkal.

12.3.7. Racionalis tortfiiggvények

% Megint a MAPLE-lel kezdjiik. Megvizsgaljuk az
Maple

B+ —Tx
2 -3z +1

y:

raciondlis tortfiiggvényt. Erdemes a nevez gyokeinek megkeresésével kez-
deni. Beiitjiik f := 23 +22—T2-et és g := 22 —3z+1-et, majd a solve(g=0);
-val folytatjuk (solve=megoldani). Az eredmény:

)
V5
2

NNV
N W
o[%

ot

Minket a tizedestort kifejtés is érdekel. Betitjiik: evalf(solve(g=0)); ahol
az evalf az evaluate-float-ot roviditi, (evaluate=kiértekelni). Az eredmény:

2.618033988, 0.381966012
Most behivjuk a grafika csomagot, hogy abrazoljuk f/g-t, bar mar elmond-

tuk, hogy erre az egyszeriibb grafikus miiveletekhez, a legijabb MAPLE
verzidkban nincs sziikség.

> with(plots);
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104 ) 10’

o || 8
6 \\\ y 6
SHEN a
\\\
2 2
//// \
A ‘\ a0 4 =2 4
[ 2,
O/ [— —4
|
| | 6
ey \‘ _8
_10 ‘ | —10"
plot([f,g],x=-6..6,y=-18..18); plot(f/g,x=-5..5,y=-10..10);
13/a. dbra: 13/b. abra:

40

30]

Y201

10

—4 -2 2 4

—-10

—20

—30

—40°

13/c. ébra:

plot(f/g,x=-5..5,y=-40..40);

A 13/b dbrén azért kellett az y € [—10, 10]-zel levdgnunk az dbrat, hogy
bizonyos részleteket ne nyomjon agyon az y iranyu skalazas. Igy a nevezo 2.
gyOke folotti részletek tiintek el. Ha y € [—40, 40]-nel vdgunk, a 13/c abrét
kapjuk.

Az itt megadott harom dbrénk szép, de tobb hib&ja is van. Eldszor is, a
13/a dbréan ldthatd, hogy tul vékonyak a vonalak. fgy, mint mar emlitettiik,
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ezeket kiigazitjuk és a szdmokat is gyakran kinagyitjuk, mint a 13 /b-c dbran,
ill. néhol elhagyjuk Sket.

Kifogasolhaté az is, hogy nem azonos a skalazasunk az x és az y iranyban.
Ezen konnyen segithetiink, ha mindkét irdnyban ugyanolyan hosszu inter-
vallumot adunk meg. Ilyenkor azonban fontos részletek tiinhetnek el.

Szeretnénk megtudni, hogyan viselkedik fliggvényiink a masodik gyock
(x = 2.618) koriill. Ezért kirajzoljuk [—3,20]-ban is. Most y-t is ugyanigy
vagjuk.

2 .
0 100
15/ 801
60
MO
401
5,
20]
)
S 1XO 15 20 20 40 60 80 100
X
plot(f/g,x=-3..20,y=-3..20); plot([f/g,x],x=3..100);
14/a. dbra: 14/b. ébra:
4.14
4.12
4.1
4.08 1
4.06 1
4.04
4.02 1

200 400 600 800 1000
X
14/c. abra:
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plot((f/g)-x,x=30..1000);

Mi van nagy értékekre? Elkészitettiik a 14/b abrét, amibdl arra kovet-
keztethetiink, hogy y = x aszimptotaja a gérbének. Hogy ezt jobban meg-
vizsgaljuk, a 14/c dbran a kiilonbségiiket vettilk. Ebbol arra kovetkez-
tettiink, hogy a kiilonbség 4-hez tart.
megszoritottuk y-t [4,4.2]-re.

Konnyt megmutatni, hogy ez a sejtés valéban helyes, azaz

T—00

(Lasd a 9.2. Tételt.)

6. feladat. Elemezzik az

. B+ —Tx
111’11 —_—
2 -3z +1

2 +/z
r— /T

—2) =4

Hogy ezt jobban ldssuk, (utélag)

fiiggvényt a fenti médszerekkel. Elemezziik a kiinyv példéit ugyanigy (is).

12.4.

MAPLE mint programozhaté kalkulator

Ez a rész logikailag elébb jonne, de mivel — bar fontos, — kevésbé figyelem-
felkelto, igy ide helyeztik el.

Sorozatok hatarértéke:

A MAPLE egyebek kozott egy nagyerejii pro-

gramozhaté kalkulator. fgy egy sorozat n-edik tagjat beprogramozhatjuk,
azt kiszamolhatjuk, és ezzel a hatarértékét megsejthetjik. Szeretnénk pl.

az (1 — %)"—rél megtudni, konvergens-e, és ha igen, mihez tart?
Ezt irtuk be Maple: Jelentése

la. | > a:= (1-(1/n)) n; A sorozat n-ik tagja
1b. (1—21yn
2a. | >evalf(subs(n=>5,a)); helyettesitsen
2a. a-ba n = 5-0t
2b. 0.32768
3a. | >evalf(subs(n=>5,1/a)); Taldlgatunk
3b. 2.718309 | Taldn 1/e-hez tart?
4a. | >limit((1-(1/n))"n, n=infinity);
4b. e(=1 Igen, 1/e-hez tart

A 2a. sorban két dolgot vontunk &ssze: behelyettesitettiink egy a(n)
,fuggvénybe” n = 5-6t, majd (erre tort-alakot adott volna vissza) majd
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evalf(...); paranccsal dtszamitottuk az eredményt tizedestortre. Ha vissza-
megyilink a 2a. sorra és atirjuk 5-6t 15-re, akkor 0.355264-et kapunk. Ha
n = 5000-et frunk be, akkor 0.3678 az eredmény, n = 50000-re 0.36787576.
Erezhetjiik, hogy a sorozat konvergens, de kevés az esélylink, hogy meg-
sejtsiik, mihez tart. Ha véletleniil kiprébaljuk a reciprokét, észrevehetjiik,
hogy az 1/e-hez tart.

A veszélyes MAPLE: ,Sajnos” a MAPLE til sokat tud: nem csak
segithet, de le is szoktathat a gondolkodasrdl. Fentebb, a 4a. sorban beirtuk,

hogy szamitsa ki a
1 n
lim (1 — —)
n— oo n

-et és 1dm, azonnal megmondta, hogy 1/e-hez tart.

7. feladat. Alkalmazzuk a fenti ,,mdédszert” més sorozatokra is: a 3. fejezet
3.1 példajaban szamos jeloltet taldlunk erre. Alkalmazzuk az ott talalhato
esetekre, pl. a konyvben szereplo

lim (vn+1—+/n)=0. (214)
n—oo
elemzésére, majd tovabbi kényvbeli nem-6sszeg feladatokra.

Ebben a fliggelékben megprébalunk egy picit tovabblépni a konyv anyagén,
hiszen ha teljesen arra szoritkoznank, amit a konyv matematikailag is kiele-
mez, akkor nem érezhetnénk at, hogy a gép hatékony segitéeszkoz. Ebben
a szellemben elemezhetéek a 60. oldal (e), (f), (j) feladatai. ® A

> sum(f,k=a..b)
a matematikdban hasznélt Zzza f(k) MAPLE-beli alakja: Osszegezi az f(k)
fligegvényt k = a-tél k = b-ig. Ennek segitségével megsejthetjiik a 60. oldal
Osszeg alaku hatdrértékeit. Az aldbbiakban egy ilyen esetet bemutatunk.
A 60. oldalon szerepel > jelolés nélkiil a

1
I —
Jdim > k(k + 1)

meghatdrozdsa. A MAPLE ezt az Osszeget zart alakban éllitja el§ (ahogyan
mi is, ha meg akarjuk oldani az ezzel kapcsolatos feladatokat).

9Az itt taldlhaté oldalszémhivatkozdsok technikai okokbdl elcsiszhatnak.
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Ezt irtuk be

fa. | > b= 1/(k(k+1))
4.

5b.

6b.

Sa. | >evalf(sum(b,k=1..

6a. | >fi=sum(b,k=1..n);

10000));

Ezt kapjuk Jelentése
Az Osszeg k-ik tagja
b:= m
Osszegezziink 10000-ig.
0.9999000100 sejthetd: — 1
Prébélkozunk
f= —n%rl + 1 | Meglepetés: kiszamolta!

Valoban, gy latszik, a MAPLE sokkal okosabb, mint gondoltuk.

12.4.1. Meég mit érdemes tudnunk a Maple-ré1?

Sok mindent. Az aldbbi tdblazat részben ismétlés is, és néhany djabb pa-
rancsot is beirtunk, kiprobalasra.
Az Olvasé persze ne higyje, hogy itt a legfontosabbakat gytijtottiik ossze:
a leghelyesebb prébalkozni, megprobalni raérezni ezen ,,jaték” izére, majd a
Help, vagy egy megfelel6 konyv segitségével tovabblépni.
Csodédkat azonban ne reméljiink: a MAPLE segithet a gondolkodasban

de nem helyettesiti azt!

Kulessz6/Példa Megjegyzés | értelmezés
expand(...) kifejt
plot(f,x=a..b) with(plots) | abrézolja f(x)-et x € [a, b]-re
z=plot3d(f,x=a..b,y=c..d) | with(plots) | dbrazolja f(z,y)-t z € [a,b], y € [c,d]-re
simplify(...) egyszersit
solve(f=0,x) Megold egy f = 0 egyenletet z-ben
subs(x=t"2,g) substitute | fliiggvénybe behelyettesitiink = = ¢2-et
evalf evaluate tizedestort alakba {runk.. .

float | (kiértékeliink)

Az alabbiakkal kicsit elére ugrunk, a tobbvaltozds fliggvényekre.
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Itt a 2 = (22 — y?), illetve a
z = sin(z? — 3?) 3-dimenzids feliile-
tet dbrazoltuk x € [-2.2], y € Itt az (2? — y?)-et szintvonalasan,
[—2, 2] négyzet felett (majd az egérrel illetve kockdba zarva rajzoltuk ki
elforgattuk) (plot3d(x~2—-y~2,x=—
1..1,y=-1..1);)

Az 15/a dbran pl. egy félgémbot rajzoltunk volna ki, impozans, de
latjuk, a széleivel még nem minden tokéletes. Ezt hasznaltuk:
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plot3d(-sqrt(1-x~2-y"2),x=-1..1,y=-1..1);

A bajt az okozta, hogy az 22 4+ y? = 1 korvonal felett a feliilet érintésikja
fiiggblegessé valik. Ez jol lathatd, ha csak = € [—0.8,0.85],[—0.8,0.85]) felett
abrazoljuk a feliiletet, majd rékattintva az egérrel az dbrara, azt elforgatjuk.
A finomabb (30 x 30) racs is segithet. Az eredmény a 15/b dbran lathato.

\
\§\\\\}& !

Y%
Q‘&g&tﬁt ,

Alapértelmezés x € [-0.8,0.8],y € [-0.8,0.8], grid=[30,30]

15/a. dbra: —y/1 — 22 — g2 15/b. dbra: —y/1 — x2 — y?

12.4.2. MAPLE és az egyenlGtlenségek

Képesek vagyunk egy abrara tobb fliggvényt is kirajzolni egyszerre. fgy
egyenlotlenségeket is vizsgdlgathatunk. Lattuk, ha pl. az f, g és h fliggvé-
nyeket szeretnénk kirajzolni egyszerre, akkor a plot([f,g,h],x=a..b); ala-
kot hasznaljuk.

A matematikai bizonyitdsokban az egyenlétlenségek fontos szerepet jat-
szanak. FEzt lattuk mar pl. a Bernoulli egyenl6tlenség esetében, a Jensen
egyenlétlenségnél, és még sok mas esetben. Segithet-e a MAPLE (vagy a
MATHEMATICA, DERIVE) egyenlStlenségek kezelésében? Igen, pl. kirajzol-
hatunk fiiggvényeket egyazon koordinatarendszerben, és rogton latjuk, hogy
egyik nagyobb-e mint a mésik. Az aldbbiakban ezt mutatjuk be, kicsit le-
egyszerusitve.

A Bernoulli egyenlStlenség. (1. az 1.5. Tétel.)

Beirjuk a MAPLE-be:

> fi=(14%)"n; (f = (1+2))

> gi=1+4n*x; (a linedris kozelités)
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> fn:=subs(n=3,f); (subs=substitute = behelyettesit)
> gn:=subs(n=3,g);

> with(plots);

> plot([fn,gn],x=-2..3;y=-1..10,color=black); (kirajzol)

Fent tehdt megadtuk a Bernoulli egyenl6tlenség mindkét oldalét, (f,g)-
t, majd behelyettesitettiink n = 3-at, kaptuk a 15/b &brat. Ha n = 2-
et helyettesitiink, a 15/a dbrat kapjuk, n = 5-re a 15/c dbrét. A fenti
utols6 MAPLE-sorban az y = —1..10 elhagyhatd, de nélkiile a MAPLE sajat
maga donti el a fliggdleges nyujtast. fgy mi adtuk meg: csak a -1 és 10
kozotti értékeket kértiik. Az utolsé sorban a color=black megparancsolja,
hogy a gép a gorbéket feketében rajzolja ki. Enélkiil az els6t pirosan, és a
tovabbiakat 1jabb és djabb szinnel kapnidnk meg.

104

1+ 22 1+ 3z
16/a. dbra: (1 + x)? 16/b. dbra: (1 + )3
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—T —0.5 0.5 1 1.5 2

16/c. dbra: (1 + x)°
145z

12.4.3. Polinom kozelités (lokalis)

Az itt kovetkez6 téma, ahogyan ezt a ?77. fejezetben is lattuk, még folytatisa
az egyenlotlenségek targyalasanak, ugyanakkor atvisz a polinomkozelitésre:
Fiiggvényeket fogunk kozre hozzdjuk kézeli polinomokkal.

Fontos szamunkra, hogy

1 .
x—6x3<smx<:c ha =z > 0.

8. feladat. Mutassuk be ezt a MAPLE segitségével.
A fenti feladat tovabbvitele:

9. feladat. Mutassuk be a MAPLE segitségével a kovetkezot:

1 3 5
x—6x3<sin:v<:z:—%+1a;—0 ha x> 0.
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1 1
0.5 0.5
1 213\ 4 5 1 213\ 4 5
O —0.
—1 -1
3 3 5
(a) x — % (b) z — % + 15
A A
%.5 %.5
1\\2 4 /5 6 1 \2 4 /5 6
X X
—0.5 —0.5
-1 -1
2 2 4
©1-% @1-5 +5

17. ébra: sinz, ill. cosx kozrefogasa Taylor polinomjaikkal

A 17/a-b dbrékon azt latjuk, ahogyan a sin z-et a Taylor polinomjai kozre-
fogjak és egyre jobban megkozelitik, a 17/c-d dbrakon pedig ugyanezt a
cosz-re. A 18. abrén a sinz kozelitése lathatd a 11-edfokid Taylor poli-
nomjaval.

10. feladat. Mutassuk be MAPLE segitségével, 1 hogy

1 1 1
1—§m2<cosm<1—§x2+ﬁx4 ha x> 0.

0E7 Basic pogrammal még egyszeriibben megtehetd.
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Az abrazolds néha segithet bizonyitasainkban, de azokat nem pétolja.
Az idevdgd bizonyitdsok megtaldlhaték a DIFFERENCIALHATO FV .-ek
VIZSGALATA c. fejezetben, a feladat-sorozatban.

A jelen konyv folytatasdban szerepelni fog a Taylor sorfejtés, eddig még
csak a végesitett formdjaval taldlkoztunk. (L. 11.6. Definici6, 11.7. Tétel.)
Hogy kiismerjiik magunkat a MAPLE-ben, helyesebb mégis sorfejtésrol beszél-
niink, ami (a = 0 koriili sorfejtésnél) azt jelenti, hogy

n k
, x
111220 E f(k)(O)H = f(z) ha n — occ.
k=0

Az altalunk tekintett esetekben persze Taylor polinommal valé kozelitésrol
van sz6 és a megfelelé fejezetben megfogalmazott egyenldtlenségekrsl. 1
Ha pl. alog(1 + x)-et akarjuk 4 tagig sorbafejteni, 0 koriil, beirjuk:
> f:= In(1+4x);
f:=In(1+=z)

> g:=taylor(f,x=0,4); hatdsira a MAPLE kiadja:

1 1
gi=x— §x2+§x3+0(9€4)
Az igy kapott formuldval kicsit évatosabban kell bdnnunk, mintha az
O(.) nem volna ott. Ezért az ilyen ,alakzatokkal” a MAPLE sem banik gy,
mint kozonséges polinomokkal.

11. feladat. Prébaljuk atvinni az e ™®-re > 0 azt, amit a sin x-szel csinaltunk
ebben a részben. (Szdmunkra az a kiilonbség az e és az e~ * kozott, hogy
az utébbi Taylor polinomjainak egytitthat6i alternélé eléjeltiek.)

12.4.4. Hatarozatlan integral, primitiv fliggvény

A primitiv fiiggvényt is kiszamolja a Maple. Itt a log z és az x sin(x) primitiv
fliggvényének példdjan mutatjuk be ezt. A primitiv fiiggvény keresésérdl a
11. fejezetben volt sz6. Az f x-tél fiiggd fliggvény hatdrozatlan integraljat
int(f,x) adja meg:

Ha a MapLE Help-jébe befrjuk a Taylor szét, a ”Taylor Expansion”=,,Taylor sor-
fejtés”-re ugrik.
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Ezt irtuk be Ezt adta vissza Jelentése
la. | > g := In(x); Ezt irtuk be.
1b. In(z) Ezt {rta ki
2a. | > int(g,x); keressen primitiv fiiggvényt
2b. zln(x) —z In z primitiv fv.-e
3a. | > int(x*sin(x),x); keressen primitiv fv-t.
3b. sin(x) — x cos(x) xsinz primitiv fv.-e

12. feladat. Keressiik meg az alabbi fliggvények primitiv figgvényét a MAPLE
segitségével, majd differencidlassal ellendrizziik az eredményt.

zlogx | tan(x) m 22e® cosd(z) | tan(x)? | e®sin(3x)x%e” | e

A legutolsé integralt nem tudjuk ,,zart alakban” integralni. Az eredmény
fontos a valdsziniiségszamitasban, igy bevezetonk erre egy 1j fliggvényt: az
erf-et (Neve az error-fv-re utal.) Probald ki integralni ezt a MAPLE-lel.

12.4.5. Mit tud még a Maple?

Mindent tud, amire egy atlagos matematikusnak sziiksége lehet.

Tud integralni, matrixokat szorozni, azok inverzét megkeresi, sajatértékeit
kiszamolja, karakterisztikus polinomjait megadja, . ..egyenleteket, egyenlet-
rendszereket old meg, és sok olyasmit tud, ami a magasabb matematikdhoz
tartozik.'?

12.5. Mikor hasznaljunk sajat programokat?

A sajat programon olyan programot értiink, amelyiket mi irtunk.

Az elsd kérdés:

Lehet-e Maple-ben programokat irni?

Igen, lehet. Minden, ami BASIC-ben megcsinalhaté, Maple-ban is meg-
csinalhaté. Amit mi itt BASIC-ben megcsinalunk, azt Maple-ben is konnyt
megcsindlni.

12Ha valamire sziikségiink van, ami itt nincs felsorolva, érdemes a HELP-ben
,rakeresni”.

13Ezzel szemben a BASIC nem ismeri a szimbolikus mfiveleteket: nem tud differencidlni,
integrélni, gyokot keresni,. ... Ezen feliil, sok mindent, ami a MAPLE-ben adott, a BASIC-
ben magunknak kell kitaldlnunk, megcsinalnunk.
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Persze, els6 kérdés, hogy mi program és mi nem az. Itt a programot
azzal definidlom, hogy van benne ciklus és/vagy elagazas.

Ha a MAPLE nyelv helyett mégis a BASIC nyelvet vélasztjuk, annak
lehet az oka, hogy a BASIC-ben is nagyon egyszerli a programok megirasa,
a BASIC jobban elérhet6 (ami véltozhat) és a BASIC programokban jobban
belathatunk a dolgok algoritmikus lelkébe.

Egy adott feladat megoldasat segité sajat magunk &ltal irt program
egyarant lehet hasznos és kéaros. Felhivhatja a figyelmtinket arra, amit
egyébként nem, vagy csak nehezebben vennénk észre. Madsrészt elterel-
heti a figyelmiinket valami fontosabbrél, leblokkolhatja a gondolatainkat,
nagyon sok idénket elviheti. Prébéljunk megmaradni az arany kozépen.

12.5.1. Melyik nyelvet hasznaljuk?

Majdnem mindegy: hasznaljuk azt, amelyik a legszimpatikusabb. Ilyen
egyszeri feladatra a BASIC is teljesen megfelel. Mi ennek egy ,nyelvjarasat”,
QBASIC-et fogunk haszndlni.

Az aldbbiakban (témoren) a kovetkezé feladatokat vizsgaljuk:

Megsejtjiik sorozatok hatarértékét BAsSiC programokkal.
Ezen beliil rekurziok hatarétéket is vizsgaljuk.
Az ,archimedeszi” rekurzi6 egy valtozataval kiszamoljuk 7-t.

W e

Osszegek hatérértékét is megvizsgaljuk. (Ezen beliil a gorbe alatti
teriilet kozelitését.)

5. Diszkutdlunk fliggvényeket egyszerii BASIC programokkal.

Feltessziik, hogy az olvasd gépén van QBASIC.

El6szor inditsuk el a programot.

Erre megjelenik a QBASIC integralt kornyezet, ami azt jelenti, hogy
egy olyan editor jelenik meg, amelyikben programokat irhatunk és azokat
kifrhatjuk lemezre, tovabbfejleszthetjiik, futtathatjuk.

M Eyzel szemben van olyan programnyelv-hasznalat is, ahol egy editorban frjuk a pro-
gramot és egy masik helyen ”kompildljuk”, majd a "kompildlt programot” futtatjuk.
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12.5.2.

Rovid 6sszefoglalé a BASIC-ro6l

Ez nem egy szamitdstechnika tankényv. Csak nagyon kevés BASIC
kulcsszét hasznalunk, és a szamitastechnikai csiszolasokat majdnem

teljesen elhagyjuk. Itt mégis Osszefoglaljuk a Basic kulcsszavak jelentését,

csak annyira, amennyire sziikségilink lesz rajuk.

CLS Clear Screen: letorli a képernyét.

SCREEN 12 Grafikus képernyo, rajzoldshoz, finom felbontds
INPUT x Bekéri az x valtozo értékét.

PRINT x Kinyomtatja az x valtozé értékét.

FOR i=1TOn .... A hozzatartozé NEXT-ig végrehajtja a

NEXT i kozottiik levd parancsokat

IF <felt> THEN <para>

Az IF utéani feltételt ellenérzi és teljesiilése
esetén a THEN utani parancsokat végrehajtja

REM Feljegyzésekre szolgal, ami utdna van, a
program futdsiat nem befolyasolja
END/STOP ledllitja a programot
a”b Hatvéanyozas: ab
SQRT(x) NS
12.5.3. Sorozatok szemléltetése, hatarértéke

A legrégibb BASIC verziékban minden sornak volt egy sorszama, ez a (QBASIC-
ben is miikodik, de felesleges. Egy régi program mondjuk igy nézett ki:

Tegyiik fel, hogy lim {/n-re vagyunk kivéncsiak: létezik-e, és ha igen,
mennyi? frjuk meg az alabbi programot:

1. Program (Sorozat hatarértéke).

10 PRINT ”n="
15 INPUT n
20 a=n"(1/n)
30 PRINT a

Magyarazat:

Ez a program a 2.

soraban bekéri n értékét, az 1. sor

emlékeztet, hogy n értékét kéri. a 3-ikban n-edik gyokot von beldle, a 4-
ikben kiirja az eredményt. Ha beadjuk n =1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10-et, rendre

a kovetkezoket kapjuk

112 3 4

100 1000 10000

Ve S a1

1.412

1.379 | 1.348 | 1.047 | 1.00693 | 1.00092
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Ebbol két dolgot is észrevehetiink:
(a) A sorozat 1-hez tart.
(b) Megsejthetjiik, hogy a hiba: A, := a, — lima,, ~
hogyan, arra a 12.6.1. alfejezetben tériink vissza.)

clogn

5. (Hogy

12.5.4. a, = (1+ 1)" hatarértéke.

Nem varhatjuk el programjainktél, hogy egy mélyen elméleti tétel bizonyita-
saban segitsenek, de pl. a 87. oldalon taldlhat6 5.4 tétel és kornyéke kivaléan
illusztralhaté ilyen programokkal. Most az a feladatunk, hogy az ott meg-
adott sorozatokat vizsgaljuk meg programjainkkal. EI6bb azonban kicsit
csiszoljuk az el6z6 programot.

Kérdés: Hogyan tehetjiik a fenti programot kényelmessebbé?

Példaul tgy, hogy ciklusba szervezziik:

2. Program (Sorozat hatarértéke II.).
10 REM ciklus
20 CLS
30 FOR n=1 TO 100
40 a=(14(1/n)) " n
50 PRINT a,
60 NEXT n

Magyarazat: Programjaink keret-programok: van egy soruk, ahova
tetszoleges képletet frhatunk, és akkor a program az ennek megfelel6 soro-
zatot szamolja. A véltozatossig kedvéért itt az (1 + %)"—et irtuk be. Ennek
hatésara a gép kiirja az els6é 100 tagot. Ez itt megengedi, hogy megsejtsiik a
hatarértéket, de lassan konvergal6 sorozatoknal esetleg teljesen félrevezethet.
Az eredmény (kis valtoztatdsok és valogatds utén!)

e, | 1] 2 3 4 5 7 100 1000 10000

(14 )™
n 2225|237 | 244 | 249 | 2.57 | 2.705 | 2.7169 | 2.71815

Itt egy wjabb szamitdastechnikai fogalmat, a for-next ciklust vezettiik
be. A 30-50 sor-par azt intézi el, hogy a kozottiik levé sorokat a program
végrehajtsan = 1,...,100-ra. A 2. sor egy Clear-Screen, azaz képerny6torlés,
kellemesebbé teszi a program futtatdsit, de nem funkcionalis. Az 1. sor egy
“remark” = ,megjegyzés”, a program futdsat nem befolyasolja, de segit a
program attekintésében.

A hosszabb, vagy sok ember dltal hasznalt programokndl fontos az attekint-
hetdség: a program, az input és az output dttekinthetdsége.
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Az OUTPUT esetében érdemes a PRINT-rél azt tudni, hogy | PRINT x;
kinyomtatja z-et, majd a ,helyzetjelz6”, hogy hova irunk, legfeljebb 1 ka-
raktert megy tovabb, utdn egy tabulatornyit ugrik, és ha
a PRINT x utdn semmit nem teszlink, akkor a kovetkezo sorra ugrik.
A PRINT x; tipusu nyomtatds arra jé, hogy sok adatot irhassunk ki
egy sorba, a PRINT x, ugyanezt rendezettebben teszi meg. Ha szove-
get akarunk Kkiirni, azt idézdéjel kozé tessziik. Az [INPUT ”sebesseg”; a

a ‘PRINT 7”szoveg”; : INPUT a‘ roviditése. Mindketto feliratozott
INPUT: bekér egy adatot, de el6bb megmondja, mit.

13. feladat. (a) A 2. programba irjuk be a 55. oldalon taldlhat6 alabbi
(10)-(12) sorozatot:

1\" 1\ 1\"
<1+—> , <1+—> , <1+—2> ,
n n n

és sejtsik meg hatarértékeiket a géppel.
(b) Tegyiik ugyanezt a tobbi ottani sorozattal is.

Egy mésik varidns, a h, = n({/n — 1) sorozatra:

3. Program (Sorozat hatarértéke III.).
REM n-edik gyok n, ciklus
CLS
FOR i=1 TO 1000
INPUT "n="; n
IF n < .0001 THEN END
a=n*(n ~(1 / n)-1)
PRINT a
NEXT i

Magyarazat: Ez a program tipikusan olyan, amilyent az ember csak sajatma-
ganak készit, hogy valamit gyorsan kiszamitson, nem érdemes tilcicoméazni.
Arravald, hogy egymas utan az adott sorozat akarhény tagjat kiszamitsuk.

Az ilyesmit valéjaban nem ,,for-next” ciklussal, hanem vagy ,repeat-until”
vagy ,,while” ciklussal szoktuk megoldani, amit itt nem akartunk elma-
gyardzni. Az egyszeriiség kedvéért megint az {/n sorozatot vizsgdltuk.

Mit kapunk ezzel a programmal? (Helyhidny miatt csak ritkitva és ke-
rekitve irjuk ki az eredményeket. Ezt az el6z8 program is megadta volna.)

n(viny [P=12 T3 T4 T5 6 T100 [1000 107 T10°
" ha=]083]1.331.66 | 1.9 [ 2.09 [ 4.71 [ 6.93 | 9.21 [ 13.8
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Ebbdl megsejthetjiik, hogy az {/n — 1-ben a hiba nagyobb nagysagrend{i,
mint 1/n. Kiprébalhatjuk, hogy kisebb, mint 1/y/n. Ha viszont lo%
hibéval, azaz h, = ——({/n — 1)-nel prébélkozunk, a kiovetkezdt kapjuk:

— logn

3 4 5 6 100 1000 10° 109

n n _ .
k’g”(\/ﬁ L) 1.21 | 1.195 | 1.18 | 1.17 | 1.023 | 1.0035 | 1.00046 | 1.000035

Ebb6l azt sejtjik, hogy /n —1 ~ 10%. (Ez a példa annyibdl csak
»iskolapélda”, hogy itt nem til nehezen be is bizonyithatjuk sejtésiinket.)

14. feladat. Szeretnénk tudni az a, = (1 4+ 2)" sorozat konvergenciase-
bességét. Modositsd az el6zé programok valamelyikét gy, hogy segitsen ezt
megsejteni.

Mi az, ami ebben a programban ,,takolméany”?

1. A program feltételezi, hogy 1000-nél kevesebb értéket kérdeziink meg.

2. A ledllitasa egy tetszéleges x < 0-val torténik, de a program pozitiv
valos szamokra is miikodik. Viszont, ha ledllito feltételnek x < 0-t
irtunk volna, akkor nem lehetnénk biztosak, hogy a gép hogyan visel-
kedik z = 107100-n3].

Ha egy BASIC programot hamarabb akarunk ledllitani, mint ahogyan
magatdl ledllna, hasznéljuk a CTRLBREAK-et.

15. feladat. Nézziik meg programmal, mi a hataréréke és a konvergencia-
sebessége a,, = /2-nek.

16. feladat. Nézziik meg programmal, mi a hataréréke és a konvergencia-
sebessége a,, = v/n + 1 — /n — 1-nek.

12.5.5. Sordssszegzéssel kapcsolatos programok

Reciproknégyzetosszeg.  Nagyon fontos és nem trividlis matematikai
tétel, hogy

n 2
1
g - T ha n — oo.
— 9 6
=1

[\

Most ezt a tényt ,,vizsgaljuk meg” szamitégéppel.
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4. Program.

PRINT ” Reciproknegyzetosszeg”
10 INPUT "n="; n
FOR i=1 TO n
20 s=s+(1/i)"2
NEXT i
30 PRINT s
40 PRINT SQR(6*s);

Magyarazat: Mivel sem az els6 sor, sem az utolsé nem sziikséges igazan
a programhoz, a limesz (sor0sszeg) keresésére tulajdonképpen egy 5-soros
programot hasznalunk. 10 bekéri, hogy hany tagot adunk 6ssze, 20 a ciklus-
ban az 6sszeget képzi, az s valtozoba rakva be a mindenkori Gsszeg-értéket.
A 30-as sor kiirja az Gsszeget, amirdl lathatjuk, hogy konvergal, az utolsé
sorban kifrjuk v/6s-t, arrél észrevehetd, hogy m-hez tart. Ebb&l lathatjuk,
hogy s — %2.

17. feladat. A 2221% — logn sorozat konvergens: egy tUn. Euler kons-
tanshoz tart. frjunk programot ennek illusztrélasara: frjuk kicsit at a fenti
programot.

s

18. feladat. A >}, % — logn sorozat konvergens: 7-hez tart. frjunk
programot ennek illusztralasara: modositsuk egy kicsit a fenti programot.

A gorbe alatti teriilet. A 7?7. és a 77. oldalon talalhat6 (egyik) fela-
dat egy parabola alatti teriiletrész kiszdmitasardl szél. Ez tulajdonképen az
integralszamitas alapfeladata, amellyel az integralszamitas keretében alapo-
sabban is megismerkediink. A kovetkezd program ezt illusztralja.

5. Program.
REM terulet-szamitas
10 INPUT ” a="; a: INPUT ” b=""; b: INPUT ” n="; n
20 PRINT ”a vizsgalt intervallum: [’; a; ”,”; b; ”]”
30 lep=(b-a)/n: s=0
PRINT ”felosztas-szam= "; n, ”lepeshossz="", lep
40 FOR i=1 TO n
50 x=a-+i * lep
60 y=x * x
s=s+y
70 NEXT i
PRINT ” A terulet kozelito erteke: ”, s*(b-a)/n
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Magyarazat: 10-ben bekérjiik az intervallum végpontjait, tovabba,
hogy hény feloszté pontot hasznalunk. 20 pusztan ellendrzésképen kiirja
ezeket. 30 kiszdmitja a felosztdssal kapott kis intervallumok hosszat. A
40-70 ciklus végzi az igazi munkat, az s-ben Osszeadogatja a kis téglalapok
teriileteit: pontosabban a magassagukat, amelyet az utolsé sorban megszo-
roz a téglalapok kozos alapjaval.

Ez a program is keret-program: akdrmilyen fiiggvényre alkalmazhato.
A programban csak egyetlen sor tiikrozi, hogy az y = 22 fiiggvénnyel van
dolgunk, a 60-as sor. Ha ezt a sort mas fiiggvényre cseréljiik, annak a
grafikonja alatti (elGjeles) teriiletet kapjuk meg.

Erdemes megjegyezni, hogy az Un. trapézosszegek lényegében ugyan-
ennyi munkéval sokkal jobban koézelitenek.

12.5.6. Rekurzidk

A rekurzi6 fogalmdval legelSszor az 55. oldalon taldlkoztunk. A re-

kurzidk a kezdGk szamara kissé nehezen tekintheték at. Ilyenkor egy
egyszeri programocska valéban sokat segithet. Nézziik pl. az 55. oldalon
talalhaté (15) sorozatot:

a; =0, an+1 = V2 + ay.
Konvergens-e? Mihez tart?

6. Program (Rekurzids hatarérték).
REM gyokos rekurzio
INPUT ”Meddig irjam ki? n="; n

(i) a=0
FOR i=1 TO n (ciklus eleje)
(r) a=SQR(2+a) (a rekurzio)
PRINT i, a
NEXT i (ciklus vége)

Ha a programot n = 14-vel futtatjuk, az alabbit kapjuk:

1 2 3 4 ) 6 7 11 12 1 13
1.414 | 1.848 | 1.96 | 1.990 | 1.997 | 1.9994 | 1.99985 | 1.999999 |2 |2

14

Ebbdl azt latjuk, hogy a sorozat valdszintileg 2-hoz tart és hogy n = 12
koril a gép 4ltal haszndlt kerekités mér pontosan 2-t ad. Azt ne higyjik,
hogy onnantdl kezdve a, = 2. Az sem igaz, hogy mindegyik gép vagy
program ugyanugy kerekit.
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Ha ezt a programot akarjuk mas rekurziéra alkalmazni, akkor két helyen
kell véltoztatnunk: (r)-ben a rekurzién és (i)-ben az induld értékeken.

A kovetkez6 program az tin. Newton féle gydkkeres6 algoritmust hasznalja
annak taldn legegyszer(ibb esetében, a gyokvondshoz. (Lésd a ?7. oldal.)
Legegyszertibb szemléletes magyarazata az, hogy ha adott a-hoz b jol kozeliti
Vva-t, de alulrdl, akkor a/b is jol fogja kozeliteni, de feliilrél, a szdmtani
kozepiik pedig még sokkal kozelebb lesz /a-hoz.

7. Program (Newton gyokvonds).

REM newton
(d) DEFDBL A-B
INPUT ”a="; a
INPUT ”Hany iteraciot:”; n
b=1
FOR i=1 TO n
(r)  b=(b+(a/b))/2
PRINT i, b
NEXT i

Magyardzat: A rekurzié az (r) sorban van elrejtve. A (d) sor dupla pon-
tossaguva teszi a-t és b-t. Enélkill nem igazan figyelhetnénk meg a konver-
gencia hibajat, mert néhany 1épés utan eltiinne a kerekitésben. Ez kideriil,
ha a programot alkalmazzuk valamilyen négyzetszamra, mondjuk, 4-re, (d)
sorbeli DEFDBL kihagyasaval.

Mit figyelhetliink meg? Ha pl. a programot 10000-re alkalmazzuk, ak-
kor eleinte a hiba felez6dik, majd amikor a hiba mér, pl. 1/2 ald ment, akkor
lényegében minden hiba az el6z6 hiba négyzetével becsiilhet6:

Ha a > 1 és a,, = v/a + hy, akkor

an+1—\/5:%<an+:—n>—\/_ <\/_+h +
>—\/5=§m<7".

a— hfb h2
Vva+ hy f + hy,

Természetesen ez pl. h, = 2 esetében nem sokat ér, de ha egyszer h, <1,

onnan az a, sorozat gyorsan fog konvergdlni \/a-hoz.

\/_+h> va
1 K2 h?

1

12.5.7. Rekurzié m kozelitésére

A 7 ,kiszdmoldsa” izgalmas kérdés. Nem mintha valami szdmolgatds dnmagédban
izgalmas lehetne, de a matematika egyik legfontosabb konstansardl van szo,

37



amelyik a matematikusok szamara a legritkabban jon el6, mint a kor félkertilete,
sokkal inkdabb, mint egy fontos konstans a valésziniiségszamitasban, a komp-
lex fliggvénytanban, stb. Itt az n! Stirling-kozelitésében bukkan fel. (L.a ?7.
oldal.)

Az aldbbi kozépiskolai ,,feladat” megolddsara van sziikségiink.

19. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a, az egységkorbe irhatd szabdlyos
n-szdg oldalhossza, és m,, = a2 /4, akkor

Moy = %(1 —V1—my). (215)

Induljunk ki az egységkorbe irt szabalyos 6-szogbol. Erre mg = i.
A (215) alapjan mya, mag, mas, Mog. . . rekurzive kénnyen szémolhato, és m =
%limn - an. Ezen alapul az alabbi program:

8. Program (Szabdlyos sokszogek a korben).

REM pi kozelitese
(1) DEFDBL S
INPUT ,,Hanyszor duplazunk”;z
(3) n=6: m=.25
(4) FOR i=1TO z
(5) m=(1-SQR(1-m))/2
(6) n=2*n
(7) s=n*SQR(m)
(8) PRINT i,s
(9) NEXTIi

Magyardzat: (1) azt kéri, hogy a keriiletet dupla pontossdggal szamolja
a gép: DBL a double=dupla roviditése. A (3) sor bedllitja a rekurzié
kezdéértékét: szabalyos hatszogre az oldalhossz 1, igy mg = %. (5)-ben
szamitjuk ki a kétszeres sokszog oldalhosszanak megfelel§ moy,-et, (6)-ban

duplazzuk az oldalszdmot, (7)-ben szdmoljuk az dj kertiletet.

12 3.1058 || 96 3.14103 || 6-229 3.1415926 6-231 3
24 3.1326 || 192 3.14145 || 6-229 3.1374 6-23 0
48 3.1393 || 384 3.14156 || 6-23° 3.18 Baj van!
Részletesebben:
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1 12
2 24
3 48
4 96
) 192
6 384
7 768
8 1536
9 3072
10 6144
11 12288
12 24576
13 49152
14 98304
15 196608
16 393216
17 786432
18 1572864
19 3145728
20 6291456

21 1.258291E407
22 2.516582E+07
23 5.033165E+07
24 1.006633E+08
25 2.013266E4-08
26 4.026532E+408
27 8.053064E+408
28 1.610613E+09
29  3.221225E4-09
30 6.442451E4-09
31 1.28849E-+10
32 2.57698E+10
33 5.153961E+10
34 1.030792E+11
35 2.061584E+11

3.10583

3.13263

3.13935

3.14103

3.14145

3.14156
3.141583936817931
3.141590425508945
3.141592133056985
3.141592474566481
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592645321215
3.141592986830656
3.141592303811738
3.14159776795893
3.141586839655041
3.141674265021758
3.141674265021758
3.14307274017004
3.1486604294525
3.137475099502783
3.181980515339464
3
4.242640687119285
0

0

0

Ennek a programnak az eredménye nagyon fiigg attol, milyen program-
mal szamoljuk a rekurziét. A program z = 20-szal j6 eredményt ad, z = 21-
re tulmegy 7, ami csak hibds lehet, z = 30 koriil megbolondul a program,
z = 33-ra teljesen rossz eredményt ad!

A baj abbdl szarmazik hogy a keriiletet, mint az oldalszamszor oldal-
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hosszat, co x 0 tipusa hatarértékként kozelitjik. Ez konnyen kijavithatd, ha
felhasznaljuk, hogy

m
1-V1-m=——-—. 216
1++v1—-—m (216)
A részleteket dtugorjuk. (Itt a gyoktelenités éppen a numerikusan instabil
kis kiilonbségektdl valé megszabadulast jelenti.)

12.5.8. Stirling formula

A Stirling formulardl volt sz6 (a ??. oldalon), részletesen majd kés6bb fog
szerepelni. Vannak pontosabb és durvabb formai. Mi szamitégéppel a 7.
oldalon kimondott form&jat illusztraljuk, hogy

n! ~ V2 (g)n (217)
9. Program.
REM === Stirling Formula ===
(1) DEFDBL F, K, P
CLS : INPUT "n="; n
REM === A pontos ertek ===
(2) pontos=1
FOR i=1 TO n: pontos=pontos*i
NEXT i
REM === A kozelites ===
(3) e=2.71828182845#
kozel=(n/e)"n:
kozel=kozel*SQR (2*n*3.141592653#)
PRINT n; ” | ”; pontos; ” | ”; kozel,
PRINT ” arany: ”; pontos/kozel

Magyarazat: Itt olyan nagy szamokkal is dolgozunk néha, hogy na-
gyon Gvatosnak kell lenntink. Az egyik 6vatossdgi lépésiink, hogy (1)-ben
dupla pontossdgot allitunk be. A (2) uténi ciklus kiszdmolja n! pontos
értékét. Utdna kiszamoljuk a kozelito értéket, (217) alapjdn, majd kinyom-
tatjuk a két értéket és a héanyadost. A 3.14... és a 2.71... utdni #-ot a gép
tette oda, jelezve, hogy a szdmot dupla pontossidginak veszi.

Prébaljuk ki a fenti programot. Ha «(n)-nel jeldljik a hanyadost, a(5) =
1.016, a(7) = 1.0119,..., «(20) = 1.00417,.... A Stirling formula tehdt
mar kis értékekre is jol kozelit és kés6bb tovabb javul. (Vigyazat, ez nem
bizonyitas!)
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20. feladat. A Stirling formuldnak két része van: a /27 szorzé és a férész:

<n>n+(1/2).

(&

A formula élesithetd:

nl = 2m(<g)n (1+%+0 (%))

alakban. Prébéljuk megtaldlni ¢ értékét (egyszertibb 1/c értékét keresnil)

21. feladat. Illusztraljuk a MAPLE, és a QBASIC segitségével, illetve bi-
zonyitsuk be, hogy (1 + %)nﬁé monoton csokkend, ha o > 1/2 és monoton
novekvé, ha o < 1/2. Mi a helyzet v = 1/2-re? Mi ennek a kovetkezménye
a Stirling formula szempontjabdl?

12.6. A matematika oldalardl

12.6.1. Konvergencia-sebesség

Most a MAPLE segitségével tamadjuk meg iskola-feladatunkat: Arra va-
gyunk kivdncsiak, mihez tart {/n, és milyen gyorsan. Fogjuk fel a sorozatot
ugy, mint az f(x) = z1/* fiiggvény hatérértékét az x = n sorozat mentén.
Ha MAPLE-ben &brazoljuk az z'/*-et, a kivetkezd adédik.

24 29
1.8 1.8
1.6 1.6
1.4 // T —_ 1.4
129 1,27¥
/
y 1 y 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0™y ) 3 2 z 3 7 3 0777300 400 660 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
X X
18/a. dbra: « € [1,8] 18/b. dbra: x € [1,2000]
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1.445 o

1.435 4

1.425 4

1.415 A

2 22 24 26 28 3 3.2 34 36 38 4

18/c. dbra: x € [2,4]

Ebbél valéban jél lathatd, hogy a fiiggvény eleinte kicsit felmegy, majd
lemegy, és nem til gyorsan, de 1-hez tart. A 18/c dbra azt mutatja, hogy a
fiiggvény (valahol) az x = e-ben éri el a maximumat.

(Amikor a fliggvénydiszkussziét tanuljuk, akkor ennek igazoldsa konnyii
feladat: csak azt kell tudni, hogy f (a:)g(x) helyett gyakran érdemesebb a
logaritmusét vizsgalni.)

1.0035 1
14
1.003 1
13.57 1.0025 |
137 1.002 |
12.51 1.0015 1
12 1.0011
11.5 1 1.0005 1
800000 2000 6000 10000
X
1 1 T
(¥ —1) -z (z /x—l)-logx.
19/a. dbra: a 19/b. dbra: b

Marmost, a hiba nagysagrendjének megallapitasa mehet ,,felezéses-probal-
gatdsos eljarassal”, de nagyon 6vatosnak kell lenniink. Ugyanazt tessziik,
mint a QBASIC programunknél. A két kapott fliggvény tiikrozi ezt. A 19/a

42



fiiggvénye végtelenhez tart (legaldbbis gy latszik), a mig a 19/a dbrén

— 1.

1/x
z/t—=1)-
( ) log
Az olvasé joggal lehet kivancsi, hogy a konvergenciasebesség, amit a
gépen prébaltunk megsejteni, matematikailag hogyan kezelhet6. A vélasz
az, hogy ott, ahol ez felvet6dott, ott még nem kezelhetd, viszont amikor mar
tudjuk, hogy O-ban (e*) = 1, akkor ez konny(ivé vélik, lényegében azzal

ekvivalens. Vazolunk egy megkozelitést: a fentibol euJI — 1, hau — 0. fgy
n = x = 1/u-t helyettesitve
1 1 —ulogu log x
Vr—1=x7 —1=— —1=¢"°8% 1 ~ —ylogu = .
uY z

(Lésd a ??. oldal megfelel$ feladatat.)

12.6.2. Trigonometrikus Gsszegek

Megint csak abbdl indulunk ki, hogy mi az, amit MAPLE-ban elintézhetiink.
A matematikdban nagyon fontosak és érdekesek a trigonometrikus polino-
mok. Ezek (megfelel6 normalassal) a

g Gy Sin nx + by, cos nx

alaku fiiggvények. Az aldbbiakban néhéany ilyent mutatunk be.

1.5 i
1
0.5 0.5]
\ A

—86—@ 2\/X8\}L0—186—4202X81\0

—0\5
—0\5
1.
sinx + %Sin 2z sinz + %sin 2z
20/a. abra: 20/b. édbra:
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1.5

2\4 8 10
X

—-1.5-
20/c. abra:
sinx + % sin 2z + % sin 3z

A 20/a dbrdm az f(z) = sinz +sin 2z, a 20/b-n f(z) = sinz + § sin 2z,
a 20/c-n pedig az f(z) = sinz + sin2z + %sin 3x. Kérdezhetd, hogy ezen
fliggvények sorozata, pontosabban, a

n

fulz) = Z % sin kz (218)

k=1

konvergal-e valamilyen értelemben valamilyen fiiggvényhez.

22. feladat. Prébéljuk megsejteni, hogy mi a hatérértéke a (218) fiiggvény-
sorozatnak. (Kifejezheté a ,,tortrész” fiiggvénnyell)

Més széval, az a kérdés, hogy mi mondhaté az (218)-ban megadott
fliggvénysorozatrél? Ha pl.  figo-at szeretnénk dbrdzolni MAPLE-val, az
is megtehet6, de ehhez meg kellene tanulnunk a MAPLE programozdasat,
legaldbbis a ciklusirdst. Ehelyett most egy BASIC programmal &dbrézoljuk
ugyanezt.

Az aldbbiakban tehét egy olyan programot irunk, amelyik a (218)-ban
megadott f,(x)-et rajzolja ki a képernyére: célja, hogy kisérletezziink, szem-
élgessiik a kozelités sebességet.

A program meglehetésen ,,fapados”, a kényelmesebbé tételére szolgdlnak
az utdna kovetkez6 feladatok.

Azzal a megjegyzéssel kezdjiik, hogy ma méar BASIC-ben nincs mindegyik
sornak sorszama, csak annak amelyikre hivatkozunk. A mostani programban
egyetlen sorszam sem kellene, ezeket a magyarazathoz irtuk be.
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A kovetkezd program egyik ijdonsiga, hogy QBASIC-ben gorbét rajzo-
lunk.

10. Program (Fiirészfog).

10 CLS
INPUT ” n="; n: INPUT ” height=""; height:
INPUT ” b="; b

30 SCREEN 12
FOR i=0 TO 1024

oldy=y
x=i*b/1024: REM x=x/10
y=0

FOR m=1 TO n
y=y-+height*SIN(m*x)/(m)
NEXT m

60 PSET (i, 240) : PSET (i, y+240)

70 IF i > 0 THEN LINE (i-1, oldy+240)-(i, y+240)
NEXT i
PRINT ”n="; n, "height="; height, ”"b=""; b,
REM Jo adatok: 5, 20, 30, vagy 50, 80, 50, ...

Magyarazat:

Itt harom grafikus utasitdst haszndlunk: a grafikus képernyore valtdst:
30-ban, a pont-kirakast a 60 teszi meg, a simdbb gorbe érdekében viszont
(oldx, oldy)-ba elrakjuk (x,y) értékét, majd 70-ben az 1ij pontokat dsszekotjiik
a régiekkel: a LINE(i,y)-(i-1,yold) a két pont kozé huz egy egyenes sza-
kaszt.

Az 10-es sor letorli a képernyot, elhagyhaté lenne. A kovetkezd két
sorban a program harom paraméterét kérjiikk be: szabad egy sorba tobb
utasitdst irni, de [: |-tal kell azokat elvalasztani. Itt éppen azt kértiik be,
hogy hany tagi legyen a sin polinom, milyen magasra skalazzuk (y irdnyban)
a gorbét, hogy ne legyen til lapos de ki se fusson a képernyérol, és hogy
milyen [0,b] intervallumon dolgozzunk. 30 &tvisz a grafikus képernyére,
ahol rajzolni szoktunk. Ha a sorban IF-THEN-t hasznalunk, akkor az IF
feltétel teljestilése esetén (1. a 70-es sor), utana kovetkezd utasitdasokat min-
det végrehajtja. 60 elsé fele kirajzolja az z-tengely i-edik pontjat, a masodik
fele pedig a felette levé pontot.

Ha a 70-es sort elhagyjuk, a program ugyanigy fog miikodni, az el6z6
sor masodik fele kirakja a pontokat. Amit kapunk, az néha kicsit szaggatott
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lesz. Ez a sor egyenes szakaszokkal koti 6ssze a konzekutiv pontokat, igy a
kapott kép sokkal szebb lesz. Viszont a kezd6pontnél vigydznunk kell.

Az utolsé elotti sor is felesleges: csak a szérakozottsdg ellenstulyozédsara
van: elvben lefuttathatjuk a programot valamilyen adatokkal, megtetszik a
kapott kép, de hirtelen nem emléksziink, mik voltak az input adatok. Ez a
sor kiirja azokat. Az utolsé sor egy feljegyzés magunk szamadra, hogy milyen
valtozokkal sikeriilt szamunkra kellemes képet ,,produkalnunk”.

Az aldbbi feladatokban implicite feltessziik, hogy a fiiggvényeink nem
tual vadak: ismerve azon 200-2000 pontban az értékeiket, ahol megvizsgaljuk
Oket, a koztes intervallumokban jo kozelitéssel linearisoknak képzelhetjiik
Oket.

23. feladat (Filiggvénydbrazolds maximum-kereséssel). Valtoztassuk
meg a 10. programot tgy, hogy

(a) elébb kiszamolja a fiiggvény maximumét és minimumét, majd —
egy masodik menetben, a maximum és minimum ismeretében — automa-
tikusan olyan skaldzdst hasznéljon, amelyikben a fiiggvény gorbéje elfér a
képerny6n, de egyben azt kellemesen ki is tolti.

(b) Mindig tegye el az utolsé el6tti és az azel6tti fliggvényértékeket,
és ha az utolsé elotti nagyobb az elotte és utana koévetkezonél, akkor ott
hizzon egy fiiggbleges vonalat (jelezve, hogy ott valésziniileg maximumhely
van).

24. feladat (Fiiggvényabrazolas diszkussziéval). Viéltoztassuk meg az
el6z6 programot tgy, hogy

(c) Ahol a fliggvény monoton névekszik, ott pirosan rajzoljon, (co-
lor(4)) ahol a fliggvény monoton csékken, ott kéken (color(1)).

(d) A (c) helyett jelezziik ki a konvex és konkav szakaszokat. (A kon-
vexekre h 1épéskoz esetén f(z) — f(z —h) > f(x —h) — f(x — 2h) jellemzf.)
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Ide berakunk egy érdekes alaku periddikus fiiggényt, amely egy képlet-
elirds nyoman sziiletett. Az (218)-beli f4(z)-ben sin 2z egyotthatéja lema-
radt.

12.6.3. Gorbeseregek abrazolasa

25. feladat. Az e* fliggényt az tiinteti ki az a” alaku fiiggvények kozott,
hogy a O-ban 1 a meredeksége, f/(0) = 1. Ennek vizsgdlatara frjunk egy
programot, amelyik f(x,a) alakd, a-val paraméterezett gorbeseregeket raj-
zol ki. (Itt f(x,a) = a®.)

Megoldas:

11. Program.

(1) SCREEN 12

(2) ax=100: ay=100: lep=.05: e=2.71821828%#

(8) x=0: FOR y=-1 TO 2 STEP .03: GOSUB rajzol: NEXT y
(4) y=0: FOR x=-2 TO 4 STEP .03: GOSUB rajzol: NEXT x
(5) LINE (200-200, 200-+-200)-(200-+200, 200-200)

(6) FOR a=e-2 TO 242 STEP .25

(7) FOR x=-2 TO 4 STEP lep

(8) IF ABS(a-e) < .1 THEN szin=4 ELSE szin=3
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(9) yold=y: oldx=x-lep:

(10) y=a “x:

(11) GOSUB rajzol

(12) NEXT x

(13) INPUT w$

(14) NEXT a

(15) END

(16) rajzol:

(17) IF x < -1.9 THEN RETURN

(18) LINE (200+ax*oldx, 300-ay*yold)-(200+ax*x, 300-ay*y), szin

(19) RETURN

Magyarazat: Ebben a programban a kirajzolast egy ,rajzol” nevi
szubrutin-nal oldottuk meg. Harom kiilonb6z6 helyrol is meghivjuk, a szub-
rutin a LINE paranccsal egy kis vonalkat hiuz az el6z6 pont és az 14j pont
kozott. Ha csak egy pontot tennénk ki (a PSET(X,Y) paranccsal) a ka-
pott gorbe pontokbdl allna, kicsit szaggatott lenne. A RETURN hatédséra
a program mindig az azutani parancsra tér vissza ahonnan ideugrott.

Rajzolaskor gondot szokott okozni, hogy az dbrak kifutnak a képerny6rol,
vagy pedig nagyon kicsire sikeriilnek. Ezzel tébbnyire el kell jatszanunk. A
szubrutinos formanak itt elsésorban az az elénye, hogy a beskalazas igy
konnyebb.

Az (1)-ben tériink at a grafikus képernyére. A SCREEN 12-es pa-
ramétere biztositja, hogy szinesen rajzolhassunk. (2)-ben allitjuk be a pa-
ramétereket: ,ax”, ,ay” az x ill. gy irdnyu nagyitas, ,lep” a lépéskoz, e
a természetes logaritmus alapja. ,szin” adja a szint. Itt csak annyi kell
nekiink, hogy amikor az a®-ben az a e-hez kozel jut, akkor més szinnel raj-
zoljunk Kki.

(3) és (4) a koordindta-tengelyeket rajzolja ki.

A program lelke a (9)-(12) rész: ha més fiiggvényre vagyunk kivancsiak,
csak a (10)-et kell megvaltoztatnunk és a skdlazdst. (9)-ben tessziik el az
eloz6 értéket, hogy a gorbéinket szakaszokbdl allithassuk Ossze, pontok he-
lyett.

A gorbesereg paraméterét, a-t a (6) és a (14) sor szervezi ciklusba. A
(13) sor minden gorbe kirajzoldssa utan megallitja a programot, azzal, hogy
bekéri w$ értékét. Igy szoveget kér (w$ jelzi ezt), elég csak az ENTER-t
lenyomnunk. (Ha ,input a”’-t irndnk szdmot kérne, ezt kellene beirnunk.)

A (15)-beli END azért kell, hogy a szubrutinba csak a GOSUB-on ke-
resztiil érkezhezziink be. Enélkiil az utolsé a utan is bemegy a szubrutinba,
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majd hibat jelez.
(8) intézi el, hogy e mas szinnel jelenjen meg, mint a tobbi hatvanygorbe.

12.6.4. Globalis polinom-ko6zelités

Mikor haszndaljunk komolyabb programcsomagokat? Ha fogalma-
kat akarunk szamitégéppel megkozeliteni, gyakran egyszeri programokat
frhatunk a problé-méra, olyankor a gép segit. Alabb egy olyan problémat
mutatunk be, ahol egyértelmii, hogy BASIiC-ben és MAPLE-ben egyarant
megoldhatjuk, de a BASIC program megirasa sok id6t vehet igénybe.

Interpolacié. Azt a problémét nevezik interpoldciénak, amikor egy f
fliggvénynek adott az értéke m pontban és olyan n — l-edfoktl polinomot
keresiink, amelynek az adott pontokban ugyanez az értéke. A 281. oldalon
olvashatunk réla. A MAPLE segitségével viszont kiismerhetjiik. A targyalds
alabb vézlatos, de a gép hasznalata mellett kovethetd.

A [0,1] intervallumon vett egyenletes felosztést tekintjiik:

Adott egy f folytonos fiiggvény a [0, 1]-en, azt az x,, = i/n pontokkal n
egyenld részre osztjuk, majd megkeressiik azt a P, (x) polinomot, amelyikre
P,(z;) = f(z;) (i=0,...,n). Azt reméljik (naivan) P,(z) — f(z) minden
x € [0,1].

{\_2@ Az |x|-hez keresiink egy 7 ponton interpolalé (6-odfoki) majd egy
Maple 13 ponton interpolalé (12-edfoki) polinomot, majd kirajzoljuk eze-
ket. Behivjuk a MAPLE-t. Ezutdn a leghelyesebb a Help-ben megkeresni a
,CurveFitting”-et és kicsit tanulmanyozni. Mi ezt atugorjuk itt. A
> with(CurveFitting);
hivja be a megfelel§ programkényvtarat,
> with(plots) kell majd a kirajzoldshoz (legalabbis a korabbi verziékban).

> f:= abs(x); (megadjuk a fliggvényt)
f=lz

Beirjuk a Polinomiallnterpolation-ba a 7 ,egész” ponton a fliggvényértékeket.

> g:=Polynomiallnterpolation([-3,-2,-1,0,1,2,3],(3,2,1,0,1,2,3],x);

(a polinom)
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> plot([f,g],x=-3..3); (kirajzoltatjuk)
A 21/a dbra mutatja az eredményt. Most a ,,fél-egész” pontokat is beadjuk:

> h:=Polynomiallnterpolation([-3,-2.5,-2,-1.5,-1,-0.5,0,0.5,1,1.5,2,2.5
,3], [3,2.5,2,1.5,1,0.5,0,0.5,1,1.5,2,2.5,3] ,x);
(A két sor a gépben egyetlen sor.) A gép ezen a ponton kiirt egy hosszi
polinomot, csunya egytitthatokkal, amit most kihagyok. Beadjuk, hogy

> plot([f,h],x=-3..3);
mire a 21/b abrat kapjuk:

Az automatikus skalazas torzit
21/a. dbra: plot([f,g],x=-3..3);  21/b. dbra: plot([f,g],x=-3..3);
A szamitégép tehat azt sugallja, hogy ez az interpolécié egyaltalan nem
kozelit.

A Bernstein polinomok. A POLINOM APPROXIMACIO fejezetben taldl-
koztunk veliik, ahol Weierstrass approximécios tételével kapcsolatban. A
kovetkez6 képlet adja meg az f-et a [0, 1]-en kozelité n-edfoki Bernstein
polinomot:

o) =B =3 ()7 (£)ata—ar a0

k=0

Két fliggvény 8-adfoki kozelitését rajzoljuk ki, de az aldbbi ,,munkalap-
ban” a fliggvényt atirva, barmelyik masik fliggvény tetszoleges foku polinom-
kozelitését is kiszamolhatjuk.'> A 22/a dbran arctg(9x — 3), és a Bernstein
polinomja. A 22/b-n pedig g = |x — 0.4| és a Bernstein polinomja lathato.
(Készakarva nem %—re szimmetrikus fliggvényt valasztottunk, mert az nem
mutatnd, ha z-et és 1 — z-et felcseréltiik volna..)

15Persze, ha nagyon sokat kivanunk a géptél, a program elszéllhat.
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Az aldabbi MAPLE Work Sheet -et (bernstein.mws) irtuk erre a célra:
> restart: (memdriatorlés)
> fi=abs(t-.4): (fiiggvény megaddsa)

> g:=sum(binomial(n,k)*x" k*(1-x)"(n-k)*subs(t=k/n,f) ,k=0..n):

> h:=subs(n=8,g): (n = 8-adfokuval approx.)
> plot([h,abs(x-.4)],x=0..1,color=black); (kirajzoljuk
9, h_t)
Az kovetkez6 abrakat kaptuk.
0.6
1 o.5
o.5 oO.4 1
0O.31
o 0.2 o.4a O.6 o.8 i
> O.21
—o-s 0.1
- o 6= oa_oe6 os 1
arctan(9z — 3), x € [0,1] |z — 0.4]
22/a. dbra: 22/b. ébra:
Magyarazat

° Ujrainditéskor célszeri mindig a restart-ra rdallni a kurzorral és nyo-
mogatni az t: ez azért kell, hogy el0szor a memoria torlédjék:
tiszta meméridval induljunk. Ez a MAPLE hasznalatandl nagyon fon-
tos: ha errél elfelejtkeziink, helytelen eredményt kapunk. (Van egy
Restart gomb is!)

e A subs(x=..,f(x,y)) behelyettesités, az Osszeget a sum és az (Z)—t a
binomial(n,k) paranccsokkal dllithatjuk eld.

e A 2. sorban adjuk meg a fliggvényt.

e A 3., kivastagitott sor allitja el6 a Bernstein polinomot, a (219) alapjéan.
Ebben a sum(u(k),k=0..n); a > ;_, u(k)-val ekvivalens. A subs(t=k/n,f)
pedig azt jelenti, hogy f-be helyettesitsiink ¢ = %—et.

o A kovetkezd sorban dontjiik el, hanyadfoki polinommal approximalunk.
e Az utolsé sor kirajzolja az eredeti fiiggvényt és a kozelitését.

A fenti ,program” mdés fiiggvényekre is mikodik: a 2. és az utolséd
soraban kell abs(x-.4)-et lecserélni.
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26. feladat. Miért nem miikodik a

> plot([h,f],x=0..1,color=black);
sor a fenti programban? Hogyan lehetne
elérni mégis, hogy a fiiggvényt csak egy
helyen kelljen beirni?

27. feladat. frjuk be a MAPLE-be
arccos z-et, derivaljuk, majd rajzoljuk
ki egy koordinata-rendszerbe 6t és a
derivaltjat. (lasd az 23. dbrét.)
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