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Absztrakt

A G grafon alapuld tokéletes titokmegosztas olyan rendszer, melynek
segitségével a graf csicsai, vagyis a résztvevék kozott titokrészeket osz-
tunk szét oly mddon, hogy ha a résztvevok egy halmaza tartalmaz élt,
akkor egyiittesen vissza tudjak nyerni a titkot, mig ha nem tartalmaz élt,
akkor az &ltaluk birtokolt informacié és az elrejtett titok statisztikailag
fliggetlen. A rendszer dtlagos informéciés hdnyadosa a titok méretének és
a résztvevok altal megjegyzendd dtlagos informécié méretének hdnyadosa.
A G graf informéciés hanyadosa a rajta alapulé titokmegosztasi rend-
szerek hanyadosainak szuprémuma. A cikkben azokat a mddszereket
mutatjuk be, melyekkel a d dimenziés kocka élhalézatdnak informacios
héanyadosat kivanjuk meghatdrozni.

1 Bevezetés

Titokmegosztdsi rendszer egy olyan eljards, melynek segitségével résztvevok
egy (véges) halmazdnak elemei kozott résztitkokat osztunk szét oly mddon,
hogy a kvalifikalt részhalmazok az altaluk egyiittesen birtokolt részinforma-
ciék alapjan a titkot vissza tudjak &llitani. Ha ezen kiviil a nem kvali-
fikalt részhalmazok semmilyen részinformdciéval nem rendelkeznek — vagyis
az egylttes résztitkaik statisztikailag fliggetlen az elrejtett titoktdl — akkor
tokéletes titokmegosztasi rendszerrdl beszéliink. A rendszer josigat azzal lehet
mérni, hogy egy résztvevinek dtlagosan (vagy a legrosszabb esetben) mennyi in-
forméaciot kell megjegyeznie. Optimadlis rendszerek keresése mint elméleti mint
gyakorlati szempontbdl fontos feladat. Gyakorlati szempontbdl minél kevesebb
informécidt kell a résztvevoknek megjegyezni, anndl biztonsdgosabb az eljaras.
A legtobb titokmegosztdsi rendszernél az ismert alsé és felsé korlatok nagyon
messze vannak egymastél. Bizonyos specidlis esetekben is igen nehéz feladat
a korlatokat egymadshoz kozeliteni; altaldnos esetben a két korlat hanyadosa
exponenciélis, ldsd példaul [5]. A [9] vagy [3] cikkekben a feladat hatterérdl,
gyakorlati és elméleti felhaszndlasarol lehet bévebb informéaciot talalni.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. Elséként pontos definiciét adunk a titok-
megosztasi rendszerekre. Kiilonboz6 példdkon illusztrdljuk a definidlt fogal-
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makat. Majd ismertetjik az tgynevezett entrépia modszert, és bemutatjuk a
mébdszer egy viszonylag egyszerii alkalmazasat. Az utolsé részben a d dimenzids
kocka élgrafjara vizsgaljuk; felsé korlatot adunk a megjegyzendo bitek szamara,
és megmutatjuk hogy ez a korlat éles d = 2, d = 3 és d = 4 esetben. Vazoljuk
a felmeriil6 linedris programozasi feladatot, mellyel a d = 5 eset kezelhetd.

2 Definicidok

Ebben a részben pontosan definidljuk a tokéletes titokmegosztasi rendszereket,
és mindjart néhany példaval illusztréljuk a legfontosabb fogalmakat.

Legyen P a résztvevék véges halmaza: P = {vy,va,...,vn}. A titok-
megosztds n + 1 darab (kozos eloszldssal rendelkezd) valdszinliségi véltozd. Az
els6 &-vel jelolt értéke a titok, a tobbi n darab, &1, ..., &, a titokrész, a & értékét

egyediil a v; résztveveo ismeri.

Ha a résztvevék egy A C P halmaza kvalifikdlt, akkor az altaluk birtokolt
értékekbol egytittesen meg kell tudniuk hatdrozni a titok értékét. Més szavakkal
{& : i € A} meghatédrozza £-t. Ha viszont A C P nem kvalifikdlt, akkor az A-
beliek altal ismert értékek és a titok statisztikailag fliggetlenek kell legyenek:
{& : i € A} és ¢ fiiggetlenek. A kvalifikdlt részhalmazok Gsszességét elérési
struktirdnak szokas nevezni, és A-val jelolni.

Az 1. tablazat kilenc oszlopaban a harom titokrész és a titok lehetséges
egyliittes értékeit tiuntettiikk fel. Minden oszlop ugyanakkora valdsziniiségu,
mégpedig 1/9. Konnyi ellendrizni, hogy példdul &; és £ fliggetlenek, mivel mind
a kilenc lehet6ség pontosan egyszer fordul el. Hasonléan &5 és € valamint &3 és
¢ is fuggetlenek. fgy a résztvevek egy elemii részhalmazai nem-kvalifikaltak.

10 0 0 1 1 1 2 2 2
&0 1 2 0 1 2 0 1 2
10 2 1 2 1 0 1 0 2
€101 2 2 01 1 2 0

1. tablazat: titokmegosztds harom résztvevivel

Ugyanakkor barmely két résztvevd egyiittes értéke mar egyértelmiien meg-
hatdrozza a & titok értékét, kovetkezésképp barmely kételemii részhalmaz kva-
lifikalt — és ekkor persze az ennél nagyobb részhalmazok is kvalifikaltak lesznek.

Mivel a minimalis kvalifikalt részhalmazok itt kételemiiek, az elérési struktu-
rat egyértelmiien jellemezhetjiik azzal a graffal, melyben két résztvevot pontosan
akkor kot 0ssze €él, ha 6k egylitt egy kvalifikalt halmazt alkotnak. Ez a graf éppen
a haromszog.

Masodik példankban az elérési struktirat a harom hosszisagu vonalgraf adja
meg. Vagyis Osszesen négy résztvevo van, barmely két szomszédos kvalifikalt
részhalmazt alkot. A csticsok barmely mads, élet nem tartalmazd része pedig nem
kvalifikalt. Az 1. dbréan azt mutatjuk meg, hogyan lehet az s bitet szétosztani a
résztvevék kozott. Az s titok valamint az r; és ro mindannyian véletlen bitek,
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vagyis mindegyikiik a tobbitél fiiggetlentil 1/2 valészintiséggel veszi fel a 0 és 1
értékeket. r1 @ s a két bit modulo kettd Gsszege, vagyis pontosan akkor 1, ha 1
és s kiilonboznek.

1 r@ds 1
79 ro @ s
[ ® L g ®
1 bit 1 bit 2 bit 1 bit

1. dbra: titokszétosztas vonalgrafon

A szétosztas megfelels. Egyrészt a szomszédos résztvevék meg tudjak kapni
a titkot, az altaluk birtokolt megfelel6 bitek modulo kettd 6sszege kiadja. A har-
madik résztvevé két bitje koziil a felsét hasznélja ha a bal oldali szomszédjaval,
és az alsot a jobb oldali szomszédjaval. Ha pedig egy nem kvalifikalt részhalmaz
jon 6ssze — példaul az els6 és az utolsd, akkor az altaluk birtokolt bitek értékei
fliggetlenek az s értékétél. Az is lathatd, hogy példdul az els6 és harmadik
résztvevd értéke nem fliggetlen (a harmadik résztvevé pontosan tudja mit kapott
az elsd), de példdul az els§ és utolsd résztvevd dltal birtokolt értékek mdr
fiiggetlenek.

A szétosztdst szimmetrikussa tudjuk tenni, ha a titok nem egy bit, hanem
kettd, mondjuk s és S. A felosztast a 2. abra mutatja. A két kozépso résztvevd

1 r s 1
To ro D s
[ ’ ’ °
r3 r3® S
T4 14D S T4
2 bit 3 bit 3 bit 2 bit

2. abra: két bit elosztasa szimmetrizalassal

most hdrom—harom bitet jegyez meg, mig a két széls6é kett6t—kettét. Ennél a
szimmetrizalt titokmegosztdsnal minden résztvevének titokbitenként legfeljebb
masfél bitet kell megjegyezniiik, mig az el6z6 eljarasnédl az egyik résztvevo a
titok kétszeresét kapta.

A 3. dbrédn tgy osztottuk szét az s egybites titkot, hogy a négy kozépsé
cstcshoz rendre 1, 2, 2 illetve 3 bitnyi megjegyzendd informécié jut. Hasonl6an
az el6z6 szimmetrizalassal kaphatunk olyan titokmegosztéast, ahol mind a négyen
a titok minden bitjére pontosan 2 bitnyi informaciét jegyeznek meg.

Célunk olyan titokmegosztas készitése, melyben ez a faktor — vagyis a legtobb
informaciot kapo résztvevd adatanak mérete és a titok méretének hanyadosa —
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rés 9
ro D S
71 rrds
T2
rs @ s T3
rL®s T4
3 ry P s

3. abra: a kozépsok atlagosan két bitet jegyeznek meg

minél kisebb. Az 6sszes megfelel6 titokmegosztasra kiszamitjuk ezt a hanyadost,
és az igy adddé értékek infimumat nevezziik a G graf informdcios hdnyadosdnak,
és TH(G)-vel jeldljiik. Megjegyezziik még, hogy az irodalomban az &ltalunk
bevezetett informécids hanyados reciprokat is szokas hasznalni.

3 Felso korlat

Grafok — és dltaldban tetsz6leges elérési struktirak — informéciés hdanyadosanak
meghatarozasa mind elméleti mind gyakorlati szempontbdl fontos és gyakran
reménytelen feladat. Altalénosségban az sem ismert, hogy tetszOleges grafra
az infimumot valamilyen elérési struktiura felveszi-e. Minden egyes konstrukcid
egyuttal egy felsd korldtot is ad. fgy példéul a fentiek alapjan a haromszog
informécids hanyadosa legfeljebb 1; a harom hosszisigu uté legfeljebb 1,5; a
3. dbran lathato grafé pedig legfeljebb 2. Altaldnosabb konstrukcidkat késSbb
fogunk ismertetni.

A teljes péros graf informéciés hanyadosa legfeljebb 1. A konstrukcié a
kovetkezd. Legyen Vi és Vo a teljes paros graf két osztélya, vagyis ha Vi-bol
és Vo-bél vesziink ki egy-egy csucsot, akkor fut kozottik él, mig két Vi (és két
Va-beli) kozott nem. A titok legyen az egyetlen s bit, r pedig egy véletlen bit.
V1 minden elemének mondjuk meg r-et, Vo minden elemének pedig r @ s-et.
Ezzel mindenki egyetlen bitet kapott, és a feltételek nyilvan teljesiilnek.

Jéval bonyolultabb az az eset, amikor G a teljes graf, am ilyenkor is adhaté
konstrukcié, ami mutatja hogy ebben az esetben is az informéciés héanyados
legfeljebb 1. A konstrukcié leirdsdhoz vegyiink egy véges test folotti véges di-
menziés T’ vektorteret. Viélasszunk egy v € T vektort, valamint minden ¢ € P
résztvevéhoz egy tovabbi v; vektort. Tegyiik fel, hogy ezek a vektorok ren-
delkeznek a kovetkezé tulajdonsdggal. Ha A C P egy kvalifikélt rendszer, akkor
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a {v; : i € A} vektorok &ltal kifeszitett altérben benne van a v vektor; ha vi-
szont A C P nem kvalifikélt, akkor v nincs ebben az altérben. Ezek utdn a
titokszétosztas a kovetkezéképpen torténik. Kivessziik a vektortér egy véletlen
r € T elemét. Mivel T véges, ezt egyszeriien megtehetjiik. Ezek utan a titok a
v -1 skaldrszorzat (az alaptest egy eleme), az ¢ € P résztvevé titokrésze pedig a
v; - skalarszorzat. Vilagos, hogy mindegyik titokrész ugyanakkora méreti mint
a titok (és megegyezik az skaldrtér elemszdménak kettes alapt logaritmuséval).
Ha most egy kvalifikalt részhalmaz elemei jonnek ossze, akkor a hozzajuk rendelt
v; vektorok valamilyen linearis kombindcidja kiadja v-t:

v:Z{)\ivi:ieA}

ahol a \; konstansokat a titokrészek ismerete nélkiil is meg tudjak hatdrozni.
Ezek utan a skaldrszorzat linearitdsa miatt

v~r:Z{)\i(vi~r):i€A}

vagyis a titkot, azaz v - r-et ki tudjdk szdmitani. Ha viszont A nem kvalifikalt
részhalmaz, akkor azon feltétel mellett, hogy az 0sszes v; - r skaldrszorzat értéke
eldre megadott, a v - r skalarszorzat a skalartér minden elemét pontosan ugyan-
annyiszor veszi fel. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a titok értéke statisztikailag
fliggetlen a résztvevok titokrészétol.

Réatérve az n csicst teljes grafra, valasszunk egy legalabb n+1 elemt F' véges
testet, és az F feletti két dimenziés T vektortérben n + 1 darab vektort gy,
hogy koziiliik barmely kettd kifeszitse a teljes vektorteret. Az egyik vektort
valasztva v-nek, a tobbit a graf csicsaihoz rendelve éppen egy 1 informaécios
hanyadosu titokszétosztast kapunk, ahol a minimalis kvalifikdlt halmazok éppen
a résztvevok kételem halmazai.

Ezeket haszndlva tetszoleges grafra tudunk felso korlatokat adni. Ha G lefed-
het6 teljes paros grafokkal tigy hogy minden csiics legfeljebb k-ban van benne,
akkor GG informdcids hanyadosa legfeljebb k. Annak alapjdn hogyan vélasztjuk
meg a teljes paros grafokat, kiilonb6z6 korldtokat tudunk adni.

e Ha G-t az élekkel fedjiik le, akkor adédik, hogy IH(G) <n — 1.

e Ha G-t a csticsokbdl induld csillagokkal fedjiik le, akkor IH(G) < d + 1,

ahol d a graf maximalis foka.

e Ha G éleit megfelel6en irdnyitjuk és az irdanyitott csillagokat tekintjiik,
akkor TH(G) < (d + 2)/2 adédik.

e Stinson [9] egy tigyes konstrukciéval TH(G) < (d 4 1)/2-t igazolt.

e Erdds és Pyber [8] megmutatta, hogy teljes parosokkal minden graf lefed-
hetd gy, hogy minden csticsot legfeljebb ¢ - n/log n-szer fediink le. Innen
TH(G) < ¢-n/logn, ami egy logn-es faktorral javitja az els6 pontban
kapott korlatot.

4 Also korlat

Hogyan tudjuk az informdciés hanyadost alulrdl becsiilni? A trividlis esetek
elkeriilésére feltessziik, hogy G Osszefliggé. Ebben az esetben TH(G) legaldbb
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1 kell hogy legyen. A bizonyitas a kovetkezd informécidelméleti észrevételen
mulik. Ha & és £ fiiggetlenek, akkor ahhoz, hogy & és & egylittesen meg-
hatdrozza £-t, az Gjonnan hozzévett £;-ben legaldbb annyi (4j) informéaciénak
kell lennie, mint amennyi &-ben van. fgy &1 mérete sem lehet kisebb a titok
méreténél.

Ezt az informalis okoskodast lehet precizzé tenni az informdcidelméleti maod-
szerrel. Ennek bemutatasira emlékeztetiink arra, hogy egy n valdsziniiségi
valtozé entripidja

def
H(n) = —pilogypr — ... — pilogy pi,

ahol 7 a k kiilonb6z6 értékeket pq, ..., pr valdszinliséggel veszi fel. Esetiink-
ben a résztvevék P halmazanak minden A részhalmazara kiszamitjuk annak
entrépidgjat. Az {gy kapott {H(A) : A C P} Osszesség egy polimatroid, mert
rendelkezik a kévetkez6 tulajdonsdgokkal:
a) az tres halmazhoz rendelt érték nulla: H(()) = 0, a tobbi érték nem-
negativ: H(A) > 0;
b) monoton: ha A C B, akkor H(A) < H(B);
¢) végiil szubadditiv: H(AU B) + H(AN B) < H(A) + H(B).
Esetiinkben a polimatroid még tovabbi specialis tulajdonsidgokkal is rendelkezik.
Nevezetesen bizonyos esetekben az egyenl6tlenségek jobboldala joval meghaladja
a bal oldalt:
d) ha A nem kvalifikdlt részhalmaz, B igen, és A C B, akkor
H(A) + H(¢) < H(B);
e) ha A és B kvalifikélt részhalmazok, mig A N B nem az, akkor
H(AUB) +H(AN B) + H(¢) < H(A) + H(B),
ahol H() a titok entrépidja — ami egytttal a titok mérete is. Az egyes részt-
vevok altal megjegyzendd informécié mérete éppen az egyelemi részhalma-
zok entrépidja. lgy a rendszer informéciés hényadosa éppen a H(¢)/ HE)
hanyadosok maximuma.

Megjegyezziik, hogy a matroidok olyan specidlis polimatroidok, melyek csak
nem-negativ egész értékeket vesznek fel.

Ezzel a formalizmussal méar be is tudjuk bizonyitani, hogy az informacids
hényados esetiinkben mindig legalabb egy. Legyen a és b a G gréaf egy élének
két csicsa. Mivel a graf Osszefiiggé (és legaldbb két pontbdl all), ilyeneket
tudunk véalasztani. Most az a és b egyelemii részhalmazok nem kvalifikdltak,
mig az ab kételemii részhalmaz igen, tehdt az e) tulajdonsdg miatt

H(ab) + H(¢) < H(a) + H(b).

A monotonitds miatt H(b) < H(ab), ahonnan H(§) < H(a). Ez pedig azt
mondja, hogy a legalabb annyi bitet kell megjegyezzen mint amennyi a titokban
van minden lehetséges titokmegosztdasi rendszerben. Vagyis IH(G) > 1, ahogyan
allitottuk.

Az informdcicelméleti mddszer ezek alapjan a kdvetkezdképpen miikodik.
Legyen adva egy G graf. Megmutatjuk, hogy tetszdleges olyan polimatroidra,
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ami a d) és e) tovdbbi tulajdonsdgokat is teljesiti, valamelyik egy elemi
részhalmazhoz rendelt érték legaldbb x - H(E). Ekkor ezen résztvevd altal
megjegyzendd informéacié mennyisége legalabb k-szorosa a titok méretének.
Kovetkezésképp minden G-n definidlt titokmegosztasi rendszerben lesz olyan
résztvevo, akinek legaldabb k-szoros informéciomennyiséget kell megjegyeznie,
vagyis TH(G) > &.

Sajnos ez a mddszer nem univerzédlis. Ennek f6 oka, hogy nem minden
polimatroid kaphaté meg valészintiségi valtozok entropidjaként. FEzen az egy
allitason kiviil sajnos nagyon kevés ismert arrél, hogyan is néznek ki az ilyen
tipust polimatroidok. Példaul még az sem ismert, hogy az 0sszes polimatroid
kozott az igy realizalhatéak zart halmazt alkotnak-e vagy sem — ami miatt
azt sem tudjuk példdul, hogy az TH(G) mindig elérhets-e. Ugyanakkor nem
ismeretes semmilyen méds médszer ami az IH(G)-re alsé korlatot adna.

Mivel minden polimatroid egyenlétlenség linearis, ezért feltehetjiik hogy
H(¢) = 1, és igy az egyelemii halmazokon adédé értékek kozvetlenil az alsé
korlatot adjak meg.

4.1. Tétel A hdrom hosszi it informdcids hdnyadosa 1,5.

Bizonyitas A fenti eljaras alkalmazzuk. Egészen pontosan azt mutatjuk meg,
hogy a két k6zéps6 résztvevohoz rendelt értékek osszege legalabb harom, vagyis

a b c d

4. dbra: a résztvevok

H(b) + H(c) > 3. Azt, hogy melyik polimatroid egyenlétlenségeket hasznaljuk,
az 5. abran mutatjuk be. Az dbrén iires korrel jel6ltiik azokat a részhalmazokat,
melyek nem kvalifikdltak (mint példdul ac vagy ad), és tele korrel azokat,
amik kvalifikdltak (példdul ab vagy abed). A polimatroid d) tulajdonsdga mi-

e abed
T e abe
. abd/o acd S
o q o ac
O kD
\\o /

5. dbra: mit szamoljunk?

att H(abed) — H(ad) > 1. Az e) tulajdonsdgot az acd és abc halmazokra
felirva, majd a szubadditivitdst az ad és ac halmazokra (ldsd az &brat), a két
egyenlGtlenség Osszege a kovetkezOképpen alakul:

H(abc) — H(a) > H(abed) — H(ad) + 1.

Hasonl6an az e) tulajdonsdgot az ab és be halmazokra, a szubadditivitdst az a
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és b halmazokra felirva kapjuk, hogy
H(bc) > H(abc) — H(a) + 1.

Végiil megintesak a szubadditivitds miatt H(b) + H(c) > H(bc). Ezt a négy
egyenlGtlenséget Osszeadva éppen a kivant egyenlGtlenséget kapjuk. |

5 A kocka

Ahogyan azt a 4. részben lattuk, Erdés és Pyber eredménye [8] szerint tetsz6leges
graf informdciés hanyadosa legfeljebb ¢ - n/logn. Kérdés, hogy mekkora alsé
korldtot tudunk biztositani. A legjobb konstrukeié [6]-ban taldlhatd, ahol olyan
n csucsu grafokat konstrualtunk, melynek informéciés hanyadosa c-logn. Azt is
sikeriilt bizonyitani, hogy a d dimenziés kocka élgrafjanak informéciés hanyadosa
(d+1)/2 és d/4 kozé esik. Mivel ennek a grafnak az élszdma 29, azért ez a graf
is megadja a c - log n-es alsé korlatot.

Erdekes megoldatlan kérdésként meriilt fel, hogy hatarozzuk meg pontosan
a d dimenzios kocka élgrafjanak informéacids hanyadosdt. A d = 2 esetben a
négyzet teljes paros graf, igy ennél a pontos érték 1, ahogyan az a 6. abran
lathato.

d=2 - 1
d=3 = 15

6. abra: a 2, 3 és 4 dimenzids eset

A kockandl azt vehetjiik észre, hogy feszitett részgrafként a harom hosszi-
sdgu ut megtalalhaté benne. Ezért az informaciés hanyadosa legalabb akkora,
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mint ennek a grafnak, vagyis legalabb 1, 5. Masik oldalrdl Stinson konstrukcidjat
iigyesen felhasznalva tudunk 1,5-6s titokmegosztasi rendszert késziteni. Egy
megfeleld F' véges test feletti két dimenzids T vektortérben kivalasztunk hat
vektort gy, hogy koziiliik barmely ketto feszitse ki a teret. Ezeket a v, ..., vg
vektorokat hozzarendeljiik a kocka lapjaihoz. A titok ennek a vektortérnek egy
s véletlen eleme. Ha most az s - vy, ..., s - vg értékek koziil kettOt ismertink,
akkor abbdl az s vektor mar konnyen szamithat6. A kocka egy lapjan négy csics
van, mondjuk a laphoz tartozé vektor v;. Az s - v; skaldrszorzatot szétosztjuk e
négy résztvevo kozott: ketto atellenesnek az F' test egy véletlen r elemét mond-
juk, a masik kettének pedig az r + (s - v;) mennyiséget. Mivel minden csics
pontosan harom lapon van, ezért minden résztvevé az F test harom elemét
jegyzi meg, a titok a test folotti kétdimenzids vektortér egy eleme, tehat az in-
forméciés hanyados tényleg 1,5. Az is vildgos, hogy egy él két végpontja egyiitt
meg tudja hatdrozni azokhoz a lapokhoz tartozé skalarszorzatokat, melynek
mindkét csics rajta van, az 6sszes tObbi skalarszorzatrél viszont nincs semmi-
lyen informacidjuk.

Ugyanez a konstrukci6 altalaban a d dimenzids kockéra is elmondhaté; itt azt
kell észrevenniink, hogy él a kockdnak d—1 darab kétdimenzids hipersikjan van,
ezért az F' test folotti d—1-dimenzids vektortérbdl vélasztunk vektorokat ezekhez
a hipersikokhoz. Minden cstics (g) 2-dimenziés hipersikon van, tehat a testnek
ennyi elemét kell megjegyezniiik, mig a titok a test egy (d — 1)-ese. A rendszer
informéciés hdnyadosa tehét e két szdm hanyadosa, vagyis d/2. Az aldbbi sejtést
ezek szerint d = 1, 2 és 3 esetében igazoltuk, és azt is megmutattuk, hogy a
kérdéses érték felsd korlat is:

1. Sejtés A d dimenzids kocka élvdzanak informdcids hdnyadosa éppen d/2.

Hogyan lehet nagyobb dimenzidra ellenérzni a sejtést? Alsé korlat megmu-
tatasdra csak az informaciés modszer johet szoba. Ez viszont nem mas, mint
az a kérdés: a megfelel6 polimatroid egyenlGtlenségekbol milyen alsé korlat
kovetkezik. A d dimenziés kockénak 2¢ csticsa van, ezeknek 22" pészhalmaza. fgy
nagysigrendileg ennyi (maximum ennek negyedik hatvdnya) egyenlStlenséget
kell nézniink, melyek mindegyike egy egész egyiitthatos linearis egyenlotlenség.
Ilyen feltételek mellett vagyunk kivancsiak az Osszes egyelemil halmazhoz ren-
delt értékek Osszegének maximumara:

{1} + T{2} + ...+ T{gdy — MAX

fgy megfogalmazva a feladatot egy linedris programozaisi feladatot kapunk. Mi-
vel a csucsok minden részhalmaza egy-egy valtozd, igy példaul d = 5 eset-
ben 232 véltozénk van, és a redundéns egyenlétlenségeket kisziirve is legaldbb
264 darab egyenlStlenség. Ez a méret til van azon, amihez érdemben hozza
lehet nyulni. A d = 3 esetben az alsé korlat abbdl adédott, hogy a kocka
élvazaba feszitett részgrafként a harom hosszisiagu Ut bedgyazhaté. Az 6t di-
menziés kocka élvazaba viszont a 7. abran lathaté graf agyazhaté be feszitett
részgrafként. Most azt kell csak megmutatnunk, hogy a kozépsé kocka nyolc
csicsdba keriilo értékek Osszege nagyobb mint 8 - 2,5 = 20. Ezzel a cstcsok
szamat 32-r6l maris 16-ra redukaltuk, igy a valtozék szdma is lecsokkent 2'6-ra.
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7. abra: az 5 dimenzids kockdba beagyazhatd graf

A graf szimmetridit is figyelembe véve a valtozok szama tovabb csokken 1995-re.
Az egyenl6tlenségek szama — a redundansakat kisztirve — 46000 koriili. Ez utébbi
szamot tovabb tudjuk csokkenteni azzal, hogy ismerjiik a feladat egy extremaélis
megoldasat, és csak azokat az egyenl6tlenségeket tartjuk meg, melyeknél az ex-
tremadlis megolddsban egyenldség all fenn. (Hogy ezt meg lehet tenni, a linedris
programozas elméletébdl jol ismert; ez abbdl kovetkezik hogy a megolddsban
egyetlen véltoz6 értéke sem lehet nulla.) Ezzel az egyenlStlenségek szama
30475 lesz. Bar ez igy redukalt feladat még mindig nagyon nagy, de mar nem
reménytelen egy megfelel6 linearis programozasi programmal valé megoldasa,
hiszen az egyiitthaté matrix nagyon ritka: egyenlGtlenségenként legfeljebb négy
nem nulla egyiitthaté van.

A d = 4 esetben ez a linearis programozasi feladat néhany tucat valtozdt
és par szaz egyenlOtlenséget tartalmaz; ezt egy PC-n kevesebb mint harom
perc alatt lehet megoldani. Az egyes csicsok jelolésére az abed és ABCD

a\ /d
I
B

AN
D A
8. dbra: a 4 dimenzids eset megoldasa

betiiket hasznaljuk az abran lathaté moédon. Mivel a graf feszitett részgrafként
bedgyazhaté a négydimenzids kockdba (de a hdromdimenziésba nem), elegendé
megmutatnunk, hogy a négy kozépsé résztvevo egyiittesen legalabb nyolcszor
annyi informéciot kell megjegyezzen, mint amennyi a titokban van. Ehhez
pedig elég megmutatni, hogy H(bc) + H(BC) > 8, hiszen a szubmodularitds
miatt H(b) + H(c) > H(bc), és hasonléan H(B) + H(C) > H(BC). Az alabbi
egyenl6tlenségek mindegyikét kiilon-kiilon konnyl ellendrizni, Osszegiik pedig
éppen kiadja a kivant alsé korlatot.

H(AC) — H(A)
H(ac) — H(a)

H(abcAC) — H(abcA) + 1
H(axABC) — H(aABC) + 1

(AVARAYS
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H(abcAC) — H(aAc) > 2
H(axABC) — H(acA) > 2
H(a) + H(bc) > H(abc) +1
H(A) + H(BC) > H(ABC)+1
H(abc) + H(acA) > H(ac) + H(abcA)
H(ABC)+H(aAC) > H(AC)+ H(aABC)
H(bc) + H(BC) > 8

6 f)sszefoglalés

A tokéletes titokmegosztdsi rendszerek témakorének egyik fontos kérdése konk-
rét rendszerek informaciés hanyadosanak pontos meghatarozasa. Esetiinkben
a rendszert egy d dimenziés kocka csicsai és (egydimenzids) élei jellemzik.
A résztvevOk a kocka csucsai. A résztvevék egy részhalmaza akkor kell
képesnek lenni visszadllitani a titkot, ha a részhalmaz tartalmaz élet; ha vi-
szont a részhalmazban nincs él (vagyis a grafelméletben szokdsos kifejezéssel
élve fliggetlen), akkor az altaluk egylittesen birtokolt adatnak statisztikailag
fiiggetlennek kell lennie a titoktdl. Ez az elrendezés azért érdekes, mert az
informéaciés hanyadosa a résztvevék szamanak logaritmusa, ami az eddig bi-
zonyitott lehetd legjobb alsé korldt grafokra. Stinson [9] eredményét hasznélva
sikeriilt an informéciés hdnyadosra a d/2-es fels§ korldtot bizonyitani, és d < 4
esetére megmutatni hogy ez a pontos érték. Felvazoltuk azt, hogyan kiséreljiik
meg a d = 5 eset tamaddsat. Azt reméljiik, hogy az itt adédd rendszer a kisebb
dimenzids esetekkel egyiitt mar lehetové teszi, hogy a sejtést, miszerint ez az
érték mindig d/2, tetszbleges dimenzidra is bizonyitani tudjuk.
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